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1. Einleitung

Die Beschreibung der elektronischen und magnetischen Eigenschaften inhomogener
Elektronensysteme in starken magnetischen Feldern ist sowohl von einem fundamen-
talen theoretischen Standpunkt aus als auch in Bezug auf vielfiltige Anwendungen
von Interesse.

In den letzten Jahren standen vor allem kiinstliche Systeme wie Quantenpunkte [1]
und Quantenringe [2, 3] im Mittelpunkt der Aufmerksamkeit. Dabei handelt es sich
um Halbleiter-Heterostrukturen, in denen Ladungstriager in allen drei Raumrichtun-
gen eingeschlossen sind. Solche Systeme besitzen eine Reihe von Gemeinsamkeiten mit
(natiirlichen) Atomen, zum Beispiel weisen sie diskrete Energieniveaus auf. Dariiber-
hinaus konnen die dufseren Parameter dieser kiinstlichen Systeme kontrolliert werden,
etwa die Zahl der eingeschlossenen Elektronen oder die Form des einschlieffenden
Potentials. Man erhélt also ein Labormodell, an dem man sowohl das Verhalten ei-
ner kontrollierbaren Zahl wechselwirkender Teilchen, als auch den Einfluss externer
Felder untersuchen kann. Besondere Aufmerksamkeit fanden dabei die magnetischen
Eigenschaften solcher Systeme [3, 4] und insbesondere die Existenz persistenter Stro-
me [3, 5].

Auch die Beschreibung natiirlicher Systeme in extrem starken Magnetfeldern ist von
Interesse. Anwendungen ergeben sich dabei sowohl im Bereich der Physik kondensier-
ter Materie soweit sie im Labor zuganglich ist, als auch bei astrophysikalischen Fra-
gestellungen, etwa nach der Struktur der Materie auf Neutronensternoberfléchen [6].

Allen realistischen Systemen ist gemeinsam, dass es sich um wechselwirkende, inho-
mogene Vielteilchensysteme handelt. Ein vielversprechender theoretischer Ansatz zur
Beschreibung solcher Systeme in magnetischen Feldern ist die Stromdichtefunktional-
theorie [7], die alle Grundzustandseigenschaften des wechselwirkenden Systems als
Funktionale der Dichte und Stromdichte darstellt. Dabei wird das inhomogene wech-
selwirkende System héufig lokal durch ein homogenes System gleicher Dichte und
paramagnetischer Stromdichte genéhert. In Anwesenheit eines magnetischen Feldes
kann eine solche Ndherung auch fiir ein nicht wechselwirkendes System problematisch
sein. Wir werden sehen, dass gerade in Bereichen, in denen sich die Dichte stark &n-
dert, starke Strome fliefen. Das wird vor allem an den Systemgrenzen der Fall sein.
Das heifst, dass die induzierten Strome eine makroskopische Ausdehnung besitzen, die
von der gleichen Grofenordnung ist wie das System selbst oder wie die Skala der Pha-
senkohérenz im Fall von mesoskopischen Systemen wie Quantenpunkten und -ringen.
Daher stellt sich zunéchst die Frage, inwiefern eine Beschreibung dieser persistenten
Strome und der orbitalen magnetischen Eigenschaften solcher Systeme lokal sein kann.

Wir wollen in dieser Arbeit untersuchen, ob die lokale Naherung der Stromdichte-
funktionaltheorie geeignet ist, die Magnetisierung und Stromdichteverteilung eines
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nicht wechselwirkenden inhomogenen Systems im starken Magnetfeld zu beschreiben.
Besondere Aufmerksamkeit werden wir dabei dem gemeinsamen Einfluss von magne-
tischem Feld und externem Potential auf die Grundzustandseigenschaften des Systems
widmen und welche Auswirkungen sich daraus auf die Beschreibung des Systems im
Rahmen der Stromdichtefunktionaltheorie ergeben.

Diese Arbeit ist wie folgt aufgebaut.

In Kapitel 2 geben wir zuniichst einen kurzen Uberblick iiber den Formalismus der
Stromdichtefunktionaltheorie. Wir diskutieren dann ausgehend von ihrer lokalen N&-
herung einen universellen Zusammenhang zwischen Strom und Dichte in inhomogenen
Systemen. Dabei beschrénken wir uns auf extrem starke Magnetfelder. Wir erwarten,
dass dann eine lokale Beschreibung moglich ist, da der Zyklotronradius kleiner ist
als die typische Léngenskala der Inhomogenitat. Der Zusammenhang zwischen Strom
und Dichte wird es uns gestatten, die Verteilung der Stromdichte ohne Kenntnis der
Wellenfunktion zu beschreiben. Dazu benotigen wir die Abhéngigkeit des chemischen
Potentials von der Stidrke des Magnetfeldes. Wir diskutieren also den Grundzustand
des homogenen Elektronengases im Magnetfeld. Schliefslich geben wir einen Ausdruck
fiir die Magnetisierung als Funktional der Dichte fiir Systeme an, die auf das unterste
Landau-Niveau beschrénkt sind. Wir {iberpriifen diesen Zusammenhang, indem wir
die Magnetisierung des raumlich beschrankten homogenen Elektronengases im starken
Magnetfeld mit Hilfe dieses Funktionals und im Rahmen einer thermodynamischen
Rechnung bestimmen und die Ergebnisse vergleichen. Dabei werden wir finden, dass
die Berechnung der Magnetisierung ausgehend von der Stromdichteverteilung fiir das
homogene nicht-wechselwirkende Elektronengas exakt moglich ist.

In Kapitel 8 untersuchen wir, inwiefern es moglich ist, mit Hilfe des universellen
Zusammenhanges zwischen Strom und Dichte sowie mit Hilfe des daraus abgeleite-
ten Ausdrucks fiir die Magnetisierung des Systems ein einfaches inhomogenes Sys-
tem zu beschreiben. Dazu diskutieren wir den nicht wechselwirkenden Vielteilchen-
Grundzustand des dreidimensionalen harmonischen Oszillators im Magnetfeld. Wir
bestimmen die Dichteverteilung, die Verteilung der Stromdichte sowie die Grundzu-
standsenergie und erhalten daraus exakte Ausdriicke fiir die Magnetisierung in ver-
schiedenen Bereichen der magnetischen Feldstdarke. Mit Hilfe der in Kapitel 2 disku-
tierten Zusammenhinge zwischen Strom und Dichte sowie zwischen Magnetisierung
und Dichte kénnen wir die magnetischen Eigenschaften im Rahmen der Stromdichte-
funktionaltheorie beschreiben. Wir bestimmen zunéchst die Verteilung der Strom-
dichte und vergleichen sie mit den exakten Ergebnissen, die wir aus den Einteilchen-
Wellenfunktionen erhalten haben. Dabei werden wir finden, dass die lokale Ndherung
der Stromdichtefunktionaltheorie die Verteilung der Strome richtig beschreibt, ihre
Stéarke aber zu gering angibt. Ein dhnliches Verhalten wird die Magnetisierung zei-
gen, die wir mit Hilfe der Stromdichtefunktionaltheorie aus der Dichteverteilung des
Systems bestimmen. Auch hier wird die exakte Magnetisierung etwas stirker sein als
die gendherte. Wir erkldaren dieses Verhalten schlieflich ausgehend von den Ergebnis-
sen, die wir in Kapitel 2 fiir das homogene Elektronengas erhalten haben.

In Kapitel 4 fassen wir unsere Ergebnisse zusammen und geben einen kurzen Aus-
blick auf neue Fragestellungen, die sich daraus ergeben.
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Stromdichtefunktionaltheorie

2.1. Grundlagen der Stromdichtefunktionaltheorie

Die Beschreibung inhomogener wechselwirkender Vielteilchensysteme in magnetischen
Feldern ist Ziel der Stromdichtefunktionaltheorie (CDFT) [7]. Sie ist eine Erweiterung
der urspriinglichen Dichtefunktionaltheorie (DFT), die auf dem Hohenberg-Kohn-
Theorem aufbaut [8]. Beide kénnen durch ein Variationsprinzip bewiesen werden.
Zentraler Punkt einer Dichtefunktionaltheorie ist die Darstellung der Grundzustands-
grofen, insbesondere der Grundzustandsenergie, als ein Funktional der Dichte und —
im Fall der CDFT — der (paramagnetischen) Stromdichte:

Eln,j,| = Fin,j,| + /dgr n(r)V(r)

62

—i—g/d?’rjp(r) ~A(r) + 5 /d?’rn(r)Az(r). (2.1)

2mec

Dabei ist F'[n, jp] ein universelles Funktional der Dichte n und der paramagnetischen
Stromdichte j,, das die dufieren Felder nicht enthalt. Die iibrigen Terme beschreiben
die Kopplung der Dichte und Stromdichte an ein duferes skalares Potential V (r) bzw.
Vektorpotential A(r), e ist die Elementarladung, m. die (effektive) Elektronenmasse
und c die Lichtgeschwindigkeit. Das Funktional

F[nhip] = T[nh]p] + EH[”?JP] + Elvc[n’jp] (22)

wird weiter zerlegt in einen nicht wechselwirkenden kinetischen Anteil T'[n,j,], den
Hartree-Term E(n,jp), der die direkte elektrostatische Wechselwirkung zwischen den
Teilchen beschreibt, und einen Term FEg.[n,j,]|, der alle quantenmechanischen Viel-
teilcheneffekte enthélt. Die Austausch-Korrelationsenergie F,. ist der einzige Term,
der gendhert werden muss.

Dieses Energiefunktional enthélt die paramagnetische Stromdichte, die keine ei-
chinvariante Grofe ist. Daher muss die Eichinvarianz durch die Form gewéhrleistet
werden, in der das Funktional die paramagnetische Stromdichte enthélt [7]. Wir finden
durch Vergleich der Energiefunktionale fiir das urspriingliche Vektorpotential A und
flir das transformierte Vektorpotential, dass die Austausch-Korrelations-Energie von
der paramagnetischen Stromdichte nur in der Kombination v =V x j,/n abhéngen
darf [7]. Die Grofe v heift Vortizitéit des Systems und ist eichinvariant.



2. Orbitaler Magnetismus in der Stromdichtefunktionaltheorie

Das Energiefunktional nimmt fiir die richtigen Werte der Dichte und Stromdichte
ein Minimum an. Diese Bedingung ldsst sich in ein selbstkonsistent zu 16sendes ef-
fektives Finteilchenproblem fiir NV nicht wechselwirkende Teilchen iiberfithren. Wir
erhalten so das Kohn-Sham-System [9] der Stromdichtefunktionaltheorie [7]:

62

{271% [—iw + g [A(r) + Am(r)]} i [AQ(r) — [A(r) + Ag(r)]?

2mc2
+V(r) + Vu(r) + Vm(r)}wi(r) =¢eihi(r), i=1,...,N. (2.3)

Dabei sind das Hartree-Potential Vi (r), das skalare Austausch-Korrelations-Potential
Vze(r) und das Austausch-Korrelations-Vektorpotential A ,.(r) Funktionale der Dich-
te und Stromdichte:

Vi(r) = 62/d3r":(_71?,’ (2.4a)
Vie(r) = %(nr’)jp] (2.4b)
Jp

Die notwendigen Grofen Dichte und Stromdichte werden aus den Einteilchenwellen-
funktionen ;(r) berechnet:

N
n(r) =) i)l (25)
ih & -
Jp(r) = =5 > {7 () Vei(r) = Vo (0)]ei(r)}. (26)
€ i=1

Aus den Kohn-Sham-Energien ¢; lasst sich schliefllich die Grundzustandsenergie be-
rechnen:

N
N Y g g MR
Py ff e
—/d?’rn(r)Vm(r) (2.7)

B g/d?’?"jp(r) ' Axc(r) + Eﬂﬁc[n’jp]'

Die Kohn-Sham-Eigenwerte ¢; besitzen keine physikalische Bedeutung. Eine Ausnah-
me ist der Eigenwert zum hochsten besetzten Niveau. Er entspricht dem chemischen
Potential des Systems.
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2.2. Universeller Zusammenhang zwischen Strom und
Dichte

Vignale und Skudlarski haben gezeigt, dass es im Rahmen einer lokalen Naherung der
Stromdichtefunktionaltheorie moglich ist, einen universellen Zusammenhang zwischen
Strom und Dichte herzustellen [10]:

§(1) = "y (n, B)Vn(r) x 2. (2.8)

 2me,

Dabei ist j(r) die (physikalische) Stromdichte, n(r) die Dichte und Z ein Einheitsvektor
in Richtung des Magnetfeldes. Die Funktion ~(n, B) ist proportional zur Ableitung
des chemischen Potentials p nach der Stdrke des Magnetfeldes B:

2mec Op
v(n, B) = ve 9B

Wir diskutieren den nicht wechselwirkenden Teil der Funktion v(n, B) in Abschnitt
2.4 genauer.

Bevor wir die Herleitung von Gleichung (2.8) ausfiihrlich darstellen, soll sie qualita-
tiv erlautert werden. Dazu betrachten wir zunéachst ein Elektronengas im homogenen
Magnetfeld. Bei konstanter Dichte kompensieren sich die durch das Magnetfeld indu-
zierten mikroskopischen Kreisstrome tiberall. Ist dagegen die Dichte rdumlich nicht
konstant, das heifst, der Gradient der Dichte verschwindet nicht {iberall, so konnen
sich dort die Kreisstrome nicht kompensieren und ein Strom fliefst.

Formal erhalten wir diesen Zusammenhang durch Minimierung des Energiefunk-
tionals in lokaler N&herung nach der Stromdichte bei festgehaltener Dichte. Dazu
miissen die Austausch-Korrelations-Energie und die kinetische Energie lokal genéhert
werden. E,. wird dabei einfach durch die Austausch-Korrelations-Energie pro Teil-
chen €;. in einem homogenen System der Dichte n und Stromdichte j, ausgedriickt.
Die Stromdichte lésst sich durch ein fiktives Magnetfeld B darstellen. Wir erhalten
das Vektorpotential A ¢, das dieses Feld erzeugt, aus der Bedingung, dass im homo-
genen System die physikalische Stromdichte iiberall identisch Null ist

(2.9)

(&

1) =3y (x) + ~= Ay x)nlr) =0 2.10)
und finden .
As(r) = —meecjs((:)). (2.11)

Das fiktive Magnetfeld ist dann die Rotation des so definierten Vektorpotentials

MeC

Bj(r) = V x Af(r) = ="V ) | mee (2.12)

Wir erkennen, dass dieses Feld der Vortizitdt v des Systems entspricht und erhalten
damit fiir die Austausch-Korrelations-Energie:

Eye[n(r),jp(r)] = /d37“ n(r)ezc(n(r), [By(r)]). (2.13)
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Mit Hilfe des fiktiven Magnetfeldes und Vektorpotentials ldsst sich auch das Funktio-
nal der kinetischen Energie nicht wechselwirkender Teilchen ausdriicken:

Ts[n(r), jp(r)] =/d3r n(r)eg(n(r), [ Bs(r)])
— —/d3rjp(r) A y(r) (2.14)
62

/d?’rn(r)Afc(r).

2m.c2

@

o

Dabei ist e, (n(r), [B(r)|) die Energie pro Teilchen eines nicht-wechselwirkenden Elek-

tronengases der Dichte n im fiktiven Magnetfeld B ;. Die davon zu subtrahierenden

Terme driicken die Kopplung von Strom und Dichte des Elektronengases an das fiktive

Magnetfeld aus. Wir haben also die kinetische Energie nicht wechselwirkender Teil-

chen lokal durch die Energie des nicht-wechselwirkenden homogenen Elektronengases

genahert. Diese Beschreibung ist daher eine Thomas-Fermi-artige Ndherung.
Insgesamt kénnen wir das Energiefunktional schreiben:

E[n(r). jp(r)] = / @ n(x)e(n(r), By (x)]) + Byln(r)] + / )V (x)

e . e?

—i—;/d?’mp(r) ~A(r) + a2 /d37° n(r)A?(r) (2.15)
e e?

- E/d?’rjp(r) ~Ag(r) — S /d?’rn(r)A?f(r)

mit € = € + €.

Wir verwenden nun noch den Zusammenhang zwischen der paramagnetischen und
der physikalischen Stromdichte sowie zwischen dem fiktiven Magnetfeld und dem tat-
séchlich Vorhandenen

(&

Jp(r) = () = S A@)n(r) (2.16a)
Ap(r) = Ar) — %% (2.16b)

und erhalten fiir das Energiefunktional:

Me j(r 2
E[n(r);jp(l‘)] :/d?’rn(r)e(n(r), ‘Bf(r)]) + 7/6137“ lj(r)]

n{r (2.17)

+ Eg[n(r)] + /d?’r n(r)V(r).

Hier ist die mikroskopische Kopplung von Strom und Magnetfeld durch die (makro-
skopische) kinetische Energie m./2 [ dr |j(r)|?/n(r) ersetzt worden.

Dieses Funktional kann nun bei festgehaltenem Dichteprofil beziiglich der Strom-
dichte minimiert werden. Dabei ist die Minimierung nach der physikalischen Strom-
dichte dquivalent zur Minimierung nach der paramagnetischen Stromdichte, da Dichte



2.2. Universeller Zusammenhang zwischen Strom und Dichte

und dufseres Magnetfeld konstant gehalten werden. Durch Variation des Energiefunk-
tionals nach der Stromdichte erhalten wir:

SEln.gy) = [ ) {etn B, +03,)) - etn.[B; G} +me [ d¥r L,

(96(” ’B |) meC (5j Me. .
o 3 ’ f »
—/d r{n(r) ; - V X - +—n353p}.

(2.18)

Der erste Summand der zweiten Zeile lasst sich umformen:

/ d3rn(r)7ae(gi3‘]jf D <v x %) =
/df‘r‘% (v X n(r)%fm> - /d3rV- (n(r)%fm X %”) . (2.19)

Der zweite Term auf der rechten Seite der Gleichung verschwindet als Oberflachenterm
und damit kénnen wir die Variation des Energiefunktionals schreiben:

SEn.j,) = - / & {mci) (v % n(r) ae(gg?f ’)> - j(r)} By (2.20)

e n(r n(r

Die Bedingung fiir ein Minimum ist 0E[n, jp] L 0 und wir erhalten einen Satz von
Euler-Lagrange-Gleichungen fiir dieses Funktional:

j(r) = —EV x M(r) (2.21a)
M(r) = —n(r) 36(”(’%]3(‘")’) P (2.21b)
B(r) =B %v x % (2.21c)

Hier ist M(r) die lokale thermodynamische Magnetisierung und B das dufere Ma-
gnetfeld. Grundsatzlich stellen diese Gleichungen ein selbstkonsistent zu losendes Sys-
tem dar. Sie lassen sich jedoch deutlich vereinfachen, wenn die Dichte rdumlich nur
langsam variiert. In diesem Fall kann man annehmen, dass sich auch die Stromdichte
nur langsam &dndert. Dann gilt:

B(r) ~ By(r) (2.22)

und die beiden Gleichungen (2.21a) und (2.21b) geben geschlossen die Stromdichte
als Funktional der Dichte an.

Ist zudem das &uféere Magnetfeld homogen, so wirkt die Ableitung in Gleichung
(2.21a) nur auf die Dichte und wir kénnen schreiben:

VxM(r)=-Vx n(r)%

en(r 2e(n(r
= —Vn(r) <M + n@)M) % 3.

~

(2.23)
oB ondB
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Eingesetzt in (2.21a) erhalten wir den gesuchten Zusammenhang zwischen Strom und
Dichte:

N h .
j(r) = 2m67(n,B)Vn(r) X Z (2.24a)
_ 2mec 0\ e  2mecOu
v(n,B) = o <1 +n(r)%> 3B = 7o BB (2.24b)

Entscheidend fiir die Stérke und Richtung des Stromes im Punkt r ist also neben dem
Gradient der Dichte an diesem Ort auch der Wert der Dichte selbst sowie die Stérke
des Magnetfeldes.

2.3. Homogenes Elektronengas im Magnetfeld:
Landau-Niveaus

Zum Verstandnis des nicht wechselwirkenden Anteils der Funktion ~v(n, B) betrachten
wir ein homogenes nicht wechselwirkendes Elektronengas der Dichte n in einem ho-
mogenen Magnetfeld B. In einem nicht wechselwirkenden System ist der Vielteilchen-
zustand ein (antisymmetrisiertes) Produkt der besetzten Einteilchenzustéande. Wir
konnen daher mit Hilfe des vollstindigen Einteilchenspektrums und der Entartung
der Einteilchenzusténde das System vollstdndig beschreiben.

Ein Elektron der Masse m, und Ladung e wird in einem homogenen Magnetfeld
B =V x A mit Vektorpotential A durch den Hamiltonoperator

H=
2me

[—ihv - ZA] ’ (2.25)

beschrieben. Die Form der Eigenfunktionen héngt von der verwendeten Eichung fiir
das Vektorpotential A ab. Wir wéahlen die symmetrische Eichung, bei der A durch

A= %B X T (2.26)

gegeben ist und verwenden im Folgenden Zylinderkoordinaten zur Beschreibung un-
seres Systems. Dabei ist p der Abstand von der Symmetrieachse (z-Achse), z die
Koordinate entlang dieser Achse und ¢ der Azimutalwinkel. Wenn wir die Richtung
des Magnetfeldes als Richtung der z-Achse unseres Systems wéhlen, erhalten wir fiir

das Vektorpotential

B

und damit fiir den Hamiltonoperator (2.25)

h V2 . eB 0 e?B?

fo_ge_; B O EB ,
2me Z2mec O + 8m602p

(2.28)
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Der von der Koordinate p abhéingige Anteil dieses Hamilton-Operators entspricht
einem harmonischen Oszillator mit Frequenz eB/2m.c. Die Eigenfunktionen dieses
Systems sind durch

P Im| 2 | 2 . .
¢lmk(/)a$0»z)o<<ﬁ> exp <—4—)\2> L (2—)\2> exp(imyp) exp(ikz)  (2.29)

gegeben. Hier ist Lj" ein assoziiertes Laguerre-Polynom und A = \/g die magnetische
Lange. Ein Zustand wird also durch die drei Quantenzahlen [, m und k beschrieben.
Dabei bezeichnet [ das Ostzillatorniveau, m die Komponente des Drehimpulses in
Richtung des Magnetfeldes und k den Impuls entlang des Magnetfeldes. Die Zustédnde
mit gleicher (Haupt-)Quantenzahl [, aber verschiedenen Quantenzahlen m und k,
bezeichnen wir als das [-te Landau-Niveau.

Wir betrachten im Folgenden nur Zustdnde mit m > 0. Die Zustdnde mit [ und
m < 0 liegen energetisch jeweils im néchsthéheren Landau-Niveau [ + 1 und wir
wollen uns spéter auf Systeme beschrénken, bei denen sich alle Teilchen im untersten
Landau-Niveau befinden.

Die Energieeigenwerte des Systems setzten sich aus denen eines eindimensionalen
harmonischen Oszillators mit der Zyklotronfrequenz w, = ;i als Ostzillatorfrequenz
und der Energie der freien Bewegung mit Impuls Ak in Richtung des Magnetfeldes

zusaminen:

1 h2k?
=hw. |1+ = . 2.30
€1k ( + 2> + o ( )

Diese Energieeigenwerte sind beziiglich der Drehimpuls-Quantenzahl m entartet. Fir
die Anzahl der Zusténde v im Ortsraumvolumen V' und Intervall dk erhdlt man [11]:

_eB
~ 4r2he

Wir betrachten nun den aus N nicht wechselwirkenden Teilchen bestehenden Viel-
teilchenzustand bei Temperatur T = 0. Die N Teilchen werden dabei so auf die
verfligharen Zusténde verteilt, dass die Gesamtenergie, also die Summe der Einteil-
chenenergien, minimal ist. Die grofte Einteilchenenergie ist das chemische Potential
w im Magnetfeld. Um in einem System mit konstanter Teilchenzahl die Abhéngigkeit
des chemischen Potentials vom Magnetfeld zu beschreiben, driicken wir es durch die
Stéarke des Magnetfeldes und die Teilchenzahl aus.

Die verschiedenen Landau-Niveaus werden jeweils bis zum chemischen Potential
besetzt, das heifit die Einteilchenenergien im [-ten Landau-Niveau liegen im Intervall

v dk dk. (2.31)

1 1 h2k2
) <en < - e ' 2.32
hwc<l+2>_€lk_hwc<l+2>+2me ( 3)

Insbesondere ist also das chemische Potential des homogenen Elektronengases im
Magnetfeld durch

1\  R2%k2,  hw. $h2K2
= hwe (1 + =)+ —FL == L 2.
K <+2>+ ome 2 | 2m, (2.33)
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Abbildung 2.1.: Einteilchenenergie in den Landau-Niveaus [ = 0,1,2 als Funktion des Im-
pulses k.

mit krp = kpg gegeben. Der Fermiimpuls des [-ten Landau-Niveaus kg ist also durch

kg = %\/Qme (u — hw, <l + %)) (2.34)

mit dem chemischen Potential des Systems verkniipft. Diese Beziehung gilt ebenso
fiir den Fermiimpuls des untersten Landau-Niveaus (mit = 0) und damit folgt die
Beziehung zwischen kr und kp; (vgl. [10]):

2Weme

=l (2.35)

kpi =/ k% —
Wir kénnen nun den Zusammenhang zwischen der Teilchendichte und dem Fermiim-
puls im [-ten Landau-Niveau angeben und damit das chemische Potential durch die
gesamte Teilchendichte und das Magnetfeld ausdriicken. Die Anzahl der Teilchen im
l-ten Landau-Niveau ist durch

d3r e dk Vk
N, = 2.
= / / k= o (2.36)

gegeben. Die gesamte Teilchenzahl N ist gleich der Summe der Teilchenzahlen N; in
den besetzten Landau-Niveaus. Damit gilt fiir die gesamte Teilchendichte der Zusam-

menhang
Z Z Z kpy
n = n; = 2hck l m (237)

Unter Verwendung der Glelchungen (2.34) und (2.35) kann man damit das chemische
Potential durch die Dichte ausdriicken. Das Magnetfeld ist iiber die magnetische Linge
A enthalten.
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2.4. Diskussion der Funktion y(n, B)

2.4. Diskussion der Funktion v(n, B)

Entsprechend der Definition in Gleichung (2.24b) teilen wir die Funktion v(n, B)
in einen (nicht wechselwirkenden) kinetischen Anteil ~i(n, B) und einen Austausch-
Korrelations-Term v,.(n, B) auf, da sich auch € = €, + €,. aus diesen beiden Tei-
len zusammensetzt [10]. Mit Hilfe des im vorhergehenden Kapitel gefundenen Zu-
sammenhangs zwischen Fermienergie, Dichte und Magnetfeld in einem System nicht
wechselwirkender Elektronen beschreiben wir nun den kinetischen Anteil der Funkti-
on y(n, B). Fir ein System mit einem oder zwei besetzten Landau-Niveaus 1aft sich
Y (n, B) geschlossen formulieren.

2.4.1. Ein besetztes Landau-Niveau

Ist nur das unterste Landau-Niveau besetzt, so ist der Zusammenhang zwischen ge-
samter Teilchendichte und Fermiimpuls des untersten Niveaus direkt durch Gleichung
(2.37) gegeben. Damit ist das chemische Potential ausgedriickt durch die Dichte und
das Magnetfeld
haw, IV

— AT\ n”. 2.38
> Tom, AT (2.38)
Daraus erhalten wir durch Ableitung nach der Stirke des Magnetfeldes vk (n, B) ge-

méf Gleichung (2.24b):

M:

Y(n, B) =1 — 874)\5n2, (2.39)

2.4.2. Zwei besetzte Landau-Niveaus

Sind die beiden untersten Landau-Niveaus besetzt, so kann man 7y (n, B) ebenfalls
geschlossen durch n und B ausdriicken.

Die Dichte des Systems ist nun durch die Summe der Teilchendichten im 0. und
1. Landau-Niveau gegeben und kann durch den Fermiimpuls des untersten Niveaus

ausgedriickt werden:
1 2Mmewe
n=m<kp+\/k%— - ) (2.40)

Daraus erhalten wir kp und schlieflich p. Durch Ableitung nach B kénnen wir wie-
derum 7k (n, B) berechnen und bekommen:

Y(n, B) = 2 — 27*\%n? 4 (2.41)

TA\6p2°

2.4.3. Allgemeines Verhalten der Funktion ~(n, B)

Wir erkennen bereits an den beiden oben diskutierten Fillen, dass vy positiv ist,
wenn das hochste besetzte Landau-Niveau nur schwach besetzt ist. Bei steigender
Dichte (oder schwicher werdendem Magnetfeld) sinkt i ab und dndert schlieflich das
Vorzeichen. Steigt die Dichte weiter an (oder wird das Magnetfeld noch schwécher),

11



2. Orbitaler Magnetismus in der Stromdichtefunktionaltheorie

so wird das néchsthohere Landau-Niveau besetzt und vy springt auf einen (hoheren)
positiven Wert. Verantwortlich dafiir ist das Verhalten des chemischen Potentials, das
sich nach Gleichung (2.33) aus der Oszillatorenergie im I-ten Landau-Niveau und der
Energie der Bewegung parallel zum Magnetfeld zusammensetzt.

Wir betrachten nun ein freies Elektronengas konstanter Dichte im Magnetfeld va-
riabler Starke. Dabei soll die Zahl der besetzten Landau-Niveaus konstant bleiben.
Wenn wir die Stérke des Magnetfeldes verdndern treten zwei konkurrierende Effek-
te auf. Zum einen &ndert sich die Oszillatorenergie eines Teilchens, sie wéchst mit
ansteigendem Magnetfeld proportional zu dessen Stéarke. Zum anderen steigt die Ent-
artung eines Zustandes, das heifft die Anzahl der Zustdnde im Ortsraumvolumen V'
und Impulsintervall dk, mit wachsender Stdrke des Magnetfeldes. Damit sinkt die
mittlere kinetische Energie der Bewegung parallel zum Magnetfeld proportional zu
B~2. Welcher der beiden Effekte iiberwiegt, hingt von der Stirke des Magnetfeldes
ab. Offenbar dominiert fiir grofte Feldstéarken der erste Effekt und vy ist positiv, fiir
kleine Feldstérken tiberwiegt die Absenkung der mittleren kinetischen Energie und ~yy
wird negativ.

2.5. Magnetisierung des homogenen Elektronengases

Wir kénnen den in Abschnitt 2.2 diskutierten Zusammenhang zwischen Strom und
Dichte verwenden, um die Magnetisierung eines homogenen Elektronengases endlicher
Ausdehnung zu berechnen. Die so gewonnene Magnetisierung pro Teilchen vergleichen
wir dann mit dem Resultat der thermodynamischen Berechnung. In beiden Féllen
betrachten wir nur den Fall, dass fiir gegebene Dichte das Magnetfeld so stark ist,
dass nur das unterste Landau-Niveau besetzt wird.

2.5.1. Allgemeiner Zusammenhang zwischen Magnetisierung und
Dichte

Wir suchen zunéchst einen allgemeinen Zusammenhang zwischen der Magnetisierung
und der Dichte fiir ein System, bei dem sich alle Teilchen im untersten Landau-Niveau
befinden. Dazu gehen wir von Gleichung (2.24a) aus, die uns den Zusammenhang
zwischen Strom und Dichte angibt. Wir erhalten also fiir die Magnetisierung M am
Ortr

M(r) = 4 r (2267(n,B)Vn(r) Y z> . (2.42)

Unter Verwendung der Rechenregeln fiir das doppelte Vektorprodukt kénnen wir die-
sen Ausdruck umformulieren:

M(r) = =0, B) [Vn(r) (r - 2) — 2 (x - Vn(x))] (2.43)

dmec
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2.5. Magnetisierung des homogenen Elektronengases

Daraus erhalten wir fiir die Komponente der Magnetisierung entlang des (duferen)
Magnetfeldes (in kartesischen Koordinaten)

M, (r) = —4;::07(n,B) (—xagg) - y&g(yr)) . (2.44)

Die gesamte Magnetisierung lasst sich daraus durch Integration iiber das vom System
eingenommene Volumen gewinnen. Fiir das nicht wechselwirkende System ist y(n, B)
durch ~x(n, B) gegeben, das sich fiir ein auf das unterste Landau-Niveau beschrankte
System geméfs Gleichung (2.39) durch die Dichte und das Magnetfeld ausdriicken
ldsst. Damit erhalten wir fiir die gesamte Magnetisierung entlang des Magnetfeldes

M, = / dr M, (r) = —4::;0 / dr (1 -8\ (r)) <—xag§:) - yag;r)> .

(2.45)
Durch partielle Integration erhalten wir schlieflich die Magnetisierung als Funktional
der Dichte

84\
M, = —upN + 7r3 ug/dgrn?’(r) (2.46)

mit dem Bohrschen Magneton pp = 5=.

2.5.2. Stromdichte und Magnetisierung des homogenen beschriankten
Elektronengases

Die Magnetisierung eines homogenen Elektronengases wird meist durch Ableitung ei-
nes thermodynamischen Potentials nach dem Magnetfeld berechnet [12]. Wir kénnen
in einem endlichen homogenen System (das wir durch eine wiirfelférmige Dichtever-
teilung mit Kantenlédnge 2a darstellen) aber auch direkt die Stromverteilung mit Hilfe
von Gleichung (2.24a) aus der Dichte bestimmen. Damit kénnen wir die Magnetisie-
rung als das magnetische Moment beschreiben, das von den Stromen erzeugt wird,
die im System flieffen.
Wir kénnen eine solche Dichteverteilung durch ein Produkt von Fermi-Funktionen
modellieren:
n(z,y,z) = 1o . (2.47)
<eXp(|:r|I;a) + 1) (exp(M%) + 1) <eXp(|z|I:a) + 1)

Dabei ist ng die Dichte im Inneren, a ist die halbe Kantenldnge der wiirfelférmigen
Dichteverteilung und b die Langenskala der Dichtednderung. Im Grenzfall b — 0 geht
diese Dichteverteilung in ein Produkt von Heaviside-Stufenfunktionen tiber:

n(z,y,z) = noO(a — |z)0(a — [y)O(a — [2]). (2.48)

Wir beschrénken uns im Folgenden auf x,y, z > 0, betrachten also nur ein Achtel des

13



2. Orbitaler Magnetismus in der Stromdichtefunktionaltheorie

Systems. Die Stromverteilung ist dann nach Gleichung (2.24a) und unter Verwendung
des Ausdrucks (2.39) fiir 7, durch

(1+ exp(—5%)) !

—(1+exp(—54))~
0

h

2me

S =

§(,3,2) = — - (n(2,, 2) — 87 \03 (2, , 2))

(2.49)

gegeben. Sie geht im Grenzfall b — 0 in ein J-férmige Verteilung iiber. Im homogenen

Inneren der Dichteverteilung werden keine Strome flieflen. Die gesamte Magnetisie-
rung des Systems wird durch den starken Strom an seinem Rand verursacht.

Wir verwenden die Darstellung von Strom und Dichte durch glatte Funktionen aus

den Gleichungen (2.47) und (2.49) und berechnen die Magnetisierung des Systems
nach Gleichung (2.45). Nach der Integration erhalten wir im Grenzfall b — 0

he 8
M, = ~Imee [noa?’ - §7T4)\6n8a3] . (2.50)

Damit erhalten wir die Magnetisierung pro Teilchen p:
8
Y E— (1 - §7T4)\6n%> : (2.51)

Wenn wir die Dichte n durch die Fermienergie € des nicht wechselwirkenden dreidi-
mensionales Elektronengases ohne Magnetfeld ausdriicken, erhalten wir

KM = —B <1 - ; <—C>3> (2.52)

mit der Zyklotronenergie €. = hw, = 2upB. Wir bekommen dieses Ergebnis ebenso
nur aus der Dichteverteilung mit Hilfe von Gleichung (2.46)

2.5.3. Thermodynamische Berechnung der Magnetisierung

Wir wollen die oben berechnete Magnetisierung mit dem Resultat einer thermody-
namischen Berechnung vergleichen. Da wir ein System mit konstanter Teilchenzahl
(also variablem chemischen Potential) betrachten, ist die Magnetisierung durch die
Ableitung der freien Energie F' nach der Starke des Magnetfeldes B gegeben [12]:

M, =— (%)N. (2.53)

Wir betrachten das System bei Temperatur 7' = 0. Dann ist die freie Energie F' =
U-TS (S ist die Entropie) gleich der inneren Energie U [12] und wir kénnen schreiben:

F = / d3r / dk ve(
s, [ hwe | B2k
/ d-r / 4772716 <T * 2me> (2:54)

eBV
= — hwc 3 .
472 he ( )
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2.5. Magnetisierung des homogenen Elektronengases
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Abbildung 2.2.: Magnetisierung des homogenen Elektronengases pro Teilchen als Funktion
des Verhéltnisses der Fermienergie des dreidimensionalen Elektronengases ohne Magnetfeld
zur Zyklotronenergie. Bei konstanter Dichte ist dieses Verhéltnis umgekehrt proportional
zur magnetischen Feldstarke B.

Der Zusammenhang zwischen Fermiimpuls und Dichte ist in Gleichung (2.37) an-
gegeben. Damit konnen wir die freie Energie durch die Dichte und die Stdrke des
Magnetfeldes ausdriicken:

e 1 (27h)ic?

nV +

3
> sam, gz "V (2:55)

Durch Ableiten nach B und Division durch die Teilchenzahl N = nV erhalten wir
damit die Magnetisierung pro Teilchen:

8
UM = —B (1 - §7T4)\6’I’L2> . (2.56)
Wir kénnen die Dichte n wie im vorhergehenden Abschnitt durch die Fermienergie
des dreidimensionalen Elektronengases ohne Magnetfeld ausdriicken und erhalten

[ = —pug (1 - ;_(; <€€—F>3> . (2.57)

Dieser Zusammenhang ist in Abbildung 2.2 dargestellt. Er stimmt mit dem Ergeb-
nis {iberein, das wir aus der Berechnung der Magnetisierung durch die Stromdichte
erhalten haben.

Wir haben bisher den Spin der Elektronen nicht beriicksichtigt. Sein Beitrag zur
Energie eines Elektrons im homogenen Magnetfeld ist durch

hwe
2

€ = F (2.58)
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2. Orbitaler Magnetismus in der Stromdichtefunktionaltheorie

gegeben. Dabei ist das Vorzeichen negativ, wenn der Spin parallel zum Magnetfeld
ausgerichtet ist, bei antiparalleler Ausrichtung ist es positiv. Das heiftt, wir erhalten
fiir die Gesamtenergie eines Elektrons im [-ten Landau-Niveau mit Impuls &

2.2
€Lk = (l + %) hw, + % F h;dc. (2.59)
Daraus erkennen wir, dass die Energie eines Elektrons im [+ 1-ten Landau-Niveau mit
Impuls £ und parallel zum Magnetfeld ausgerichtetem Spin gleich der Energie eines
Elektrons im [-ten Landau-Niveau mit Impuls k£ und antiparallel zum Magnetfeld
ausgerichtetem Spin ist.

Wir wollen wieder nur den Fall eines sehr starken Magnetfeldes betrachten, so dass
sich alle Elektronen im untersten Landau-Niveau befinden, diesmal aber den Spin
der Elektronen beriicksichtigen. Wir haben oben gesehen, dass dann die Spins aller
Elektronen parallel zum Magnetfeld ausgerichtet sind. Insbesondere bleibt daher die
Zustandsdichte unveréndert gleich der Zustandsdichte, die wir ohne Beriicksichtigung
des Elektronenspins erhalten haben, da ja den Teilchen der Spinfreiheitsgrad nicht
zur Verfiigung steht. Wir erhalten dann fiir die Energie eines Elektrons mit Impuls &

R2k? hw,

€l—0,k — om = €]=0,k 1 €S parallel = €]=0,k — 9 -
e

(2.60)

Dabei ist €—g j die Energie eines Elektrons im untersten Landau-Niveau mit Impuls
k ohne den Spin-Anteil und €s parallel ist der Spin-Anteil der Energie fiir parallel zum
Magnetfeld ausgerichteten Spin.

Wenn wir, ausgehend von diesem Ausdruck fiir die Einteilchenenergien, wiederum
die Magnetisierung pro Teilchen berechnen, so erhalten wir aufgrund des Spin-Anteils
der Einteilchenenergien einen zusatzlichen Beitrag 4+up und damit insgesamt

16 [ep 3
= — | — . 2.61
o= o <€c> KB (2.61)

Dabei ist wiederum ep die Fermienergie des spinpolarisierten Elektronengases ohne
Magnetfeld und e, ist die Zyklotronenergie.
2.5.4. Diskussion

Wir haben in diesem Abschnitt gesehen, dass die orbitale Magnetisierung M des ho-
mogenen, endlichen Elektronengases von den Strémen erzeugt wird, die in diesem
System flieken. Das heifit, die orbitale Magnetisierung ist das magnetische Feld, das
von der Stromdichte j induziert wird. Dabei ist der Zusammenhang zwischen Magne-
tisierung und Stromdichte durch

j(r) = -V x M(r) (2.62)
e
gegeben. Wir haben daraus fiir die Magnetisierung

M(r) = —Q%r x j(r) (2.63)
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2.5. Magnetisierung des homogenen Elektronengases

erhalten. Die gesamte orbitale Magnetisierung ergibt sich dann durch Integration
dieses Ausdrucks iiber das gesamte vom System eingenommene Volumen. Die Strom-
dichte j(r) stellt dabei den widerstandsfreien, persistenten Strom dar. Wir kénnen im
Rahmen der lokalen Ndherung der Stromdichtefunktionaltheorie diese Stromdichte
mit Hilfe des universellen Strom-Dichte-Zusammenhanges (2.24a) allein aus der Dich-
teverteilung des Systems bestimmen. Damit war es uns moglich, die Magnetisierung
als ein explizites Funktional der Dichte anzugeben. Dem so erhaltenen Zusammenhang
zwischen Magnetisierung und Dichte liegt also zugrunde, dass die Magnetisierung des
Systems das Magnetfeld ist, das von den Strémen die im System fliefsen induziert
wird .

Andererseits ist die gesamte Magnetisierung gleich der negativen Ableitung der frei-
en Energie des Systems nach der Stirke des dufteren Magnetfeldes bei festgehaltener

Dichte:
oF
M =— <8_B>n (2.64)

Die Magnetisierung driickt also aus, wie sich die freie Energie in Abhéngigkeit ei-
nes externen Magnetfeldes verhalt. Mit Hilfe dieses Ausdrucks kénnen wir verstehen,
warum sich die Magnetisierung eines homogenen, auf das unterste Landau-Niveau
beschrénkten Elektronengases (ohne Berticksichtigung des Elektronenspins) aus zwei
Teilen zusammensetzt. Der diamagnetische Anteil (—up) wird durch die Erhthung
der Zyklotronenergie mit wachsendem Magnetfeld bewirkt. Insbesondere ist er von
der Starke des Magnetfeldes unabhéngig, da die Zyklotronenergie proportional zur
Stéarke des dufleren Magnetfeldes ist. Ursache fiir den paramagnetischen Anteil ist
die wachsende Entartung (2.31) mit stidrker werdendem Magnetfeld, da dadurch der
Fermiimpuls kg sinkt, also auch der Anteil der mittleren Energie pro Teilchen, der
dem Zustand parallel zum Magnetfeld entspricht.

Ob sich das Elektronengas insgesamt diamagnetisch oder paramagnetisch verhélt,
das heifst, ob die gesamte Magnetisierung negativ oder positiv ist, hingt davon ab,
welcher der beiden Effekte iiberwiegt. Fiir starkes Magnetfeld tiberwiegt das Ansteigen
der Zyklotronenergie mit stirker werdendem Magnetfeld und die Magnetisierung ist
insgesamt negativ. Im Grenzfall B — oo strebt sie gegen —up. Fiir schwécheres
Magnetfeld {iberwiegt dagegen das Ansteigen der Entartung mit stérker werdendem
Magnetfeld und die mittlere Energie pro Teilchen sinkt proportional zu B~2. Damit
wird die Magnetisierung positiv. Der minimale Wert, den die Starke des Magnetfeldes
annehmen darf, ist durch die Bedingung gegeben, dass bei gegebener Dichte nur das
unterste Landau-Niveau besetzt sein soll. Fiir das Verhéltnis von Fermienergie e p und

Zyklotronenergie €. heifst das
3
€F 9
- <-. 2.65
<€c> <1 (2.65)

Fiir den so gegebenen Wert der Stiarke des Magnetfeldes nimmt die Magnetisierung
den Wert %,uB an.

Wenn wir zudem den Spin der Elektronen beriicksichtigen, so ist die Magnetisierung
pro Teilchen durch Gleichung (2.61) gegeben. Das heifst, der Wert der Magnetisierung
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2. Orbitaler Magnetismus in der Stromdichtefunktionaltheorie

liegt verglichen mit dem fiir spinlose Elektronen immer um pp hoéher. Im Grenzfall
B — 0o (das entspricht dem Fall £ — 0) geht die Magnetisierung pro Teilchen gegen
Null. Fiir den kleinsten erlaubten Wert der magnetischen Feldstirke finden wir, dass
die Magnetisierung pro Teilchen % up betrégt.

Insgesamt erkennen wir durch Vergleich der Ergebnisse (2.52) und (2.57), dass sich
die Magnetisierung des endlichen homogenen (nicht wechselwirkenden) Elektronenga-
ses (in dem alle Teilchen auf das unterste Landau-Niveau beschrinkt sind) mit Hilfe
der Thomas-Fermi-artigen Naherung, die wir in Abschnitt 2.2 diskutiert haben, exakt
beschreiben lasst.
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3. Magnetisierung und persistenter
Strom in harmonisch begrenzten
Systemen

Wir untersuchen in diesem Kapitel, ob sich die mit Hilfe der lokalen N&herung der
Stromdichtefunktionaltheorie gefundenen Zusammenhénge auf ein einfaches inhomo-
genes System anwenden lassen. Dabei miissen wir den Geltungsbereich der lokalen
Nahrung beachten, die wir bendtigt haben, um den universellen Zusammenhang
(2.24a) zwischen Strom und Dichte zu bekommen. Diese Nidherung ist dann gerecht-
fertigt, wenn die magnetische Lange A\ sehr viel kleiner ist als die typische Langens-
kala des Systems ohne dufteres Magnetfeld. Als einfaches Modellsystem betrachten
wir N nicht wechselwirkende Elektronen ohne Spin in einem dreidimensionale har-
monischen Ostzillator-Potential. Wir werden finden, dass wir die Forderung, die wir
fiir die magnetische Lénge formuliert haben, auch durch die Zyklotronfrequenz und
die Oszillatorfrequenz des einschliefsenden Potentials ausdriicken kénnen und erhalten
damit eine Bedingung fiir die Stérke des externen Magnetfeldes in Abhéngigkeit von
der Stérke des einschliefsenden Potentials.

Im Folgenden bestimmen wir aus den exakt bekannten Einteilchenzusténden und -
energien nicht-wechselwirkender Teilchen im dreidimensionalen harmonischen Oszillator-
Potential und im homogenen Magnetfeld die Strom- und Dichteverteilung sowie die
Magnetisierung des Systems als Funktion des externen Magnetfeldes. Aus der Dich-
teverteilung kénnen wir im Rahmen der Stromdichtefunktionaltheorie die Stromver-
teilung und Magnetisierung bestimmen und die so erhaltenen Werte mit den exakten
Grofen vergleichen. Unser Ziel ist dabei zu verstehen, ob und in welchen Bereichen
die Thomas-Fermi-artige Naherung aus Abschnitt 2.2 die Verteilung der Stromdich-
te sowie die Magnetisierung eines inhomogenen, in allen drei Raumrichtungen be-
schrankten Systems beschreiben kann. Wir werden die Abweichungen der durch diese
Néherung erhaltenen Groéfsen von den exakten Ergebnissen mit Hilfe der Unterschie-
de zwischen einem zweidimensionalen und einem dreidimensionalen Elektronengas im
homogenen Magnetfeld erklaren.

3.1. Einteilchenzustande und -energien

Ein einfaches Modellpotential, fiir das sich in beliebig starken Magnetfeldern die Ein-
teilchenwellenfunktionen und -energien exakt bestimmen lassen, ist der dreidimensio-
nale harmonische Oszillator. Ein dhnliches Modell in zwei Dimensionen findet zum
Beispiel bei der Beschreibung von Quantenpunkten Anwendung [3|. Wir charakteri-
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3. Magnetisierung und persistenter Strom in harmonisch begrenzten Systemen

sieren ein solches Potential durch die Oszillatorfrequenzen w, und w, senkrecht be-
ziehungsweise parallel zum Magnetfeld.

1
V= Me (wng + w?z?) . (3.1)

Dabei haben wir Zylinderkoordinaten gewahlt und die z-Achse zeigt in Richtung des
dufleren Magnetfeldes.

Den kinetischen Anteil des Hamilton-Operators kennen wir bereits aus den Glei-
chungen (2.25) und (2.28) und wir erhalten

R h2

V2 —ih 5P+ Sme (w%p —i—wZZQ) . (3.2)

B 2me 2mec % 8mec

Wir erkennen, dass die Teilchen senkrecht zum Magnetfeld einem effektiven Potential

mit der Oszillatorfrequenz
1
Q, =4 /w2+ ng (3.3)

ausgesetzt sind. Damit erhalten wir schlieklich fiir den Hamiltonoperator eines im
Potential (3.1) eingeschlossenen Elektrons im homogenen Magnetfeld der Stiarke B

H= —%me <h2V2 + ih? %) + %me (Q%p2 +w22?). (3.4)
Die Eigenfunktionen dieses Hamiltonoperators setzen sich aus den Landaufunktionen
und den Wellenfunktionen des eindimensionalen harmonischen Oszillators parallel
zum Magnetfeld zusammen. Wir beschrianken uns auf das unterste Oszillator-Niveau
senkrecht zum Magnetfeld und koénnen damit jeden Zustand durch zwei Quanten-
zahlen charakterisieren: zum einen durch die Komponente des Drehimpulses entlang
der z-Achse m, zum anderen durch das Oszillator-Niveau parallel zum Magnetfeld k.
Damit erhalten wir fiir die Wellenfunktion im Zustand |m, k) in der Ortsdarstellung

1 p )m v2z
m ’ ’Z = H
Vi (s 5 2) \/ng20 Im|! k! 2k <\/§p0 k 20

0 2
exp (—4—[)2> exp (img) exp <—;> . (3.5)
0 0

Dabei ist Hy ein Hermite-Polynom vom Grad &k und pg sowie zg sind die charakteris-
tischen Léngenskalen des (effektiven) Potentials

h
2m.£1,

[ 2
zZ0 — h . (3.6b)
MeWy

po = (3.6a)
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3.2. Dichte und Stromdichte der Einteilchenzustiande

Wir betrachten im Folgenden ausschliefslich Zustdnde mit m > 0, da solche mit m < 0
energetisch hoher liegen als die Kante zwischen dem nullten und dem ersten Oszillator-
Niveau senkrecht zum Magnetfeld. Die Energie eines Teilchens im Zustand |m, k) ist
durch

h
mi =3 <m (29, — we) + 20, + w. (2 +1) ) (3.7)

gegeben. Wir bemerken, dass die Entartung der Landau-Niveaus beziiglich des Dre-
himpulses aufgehoben ist. Der Grund dafiir ist die Anwesenheit des dufseren Oszillator-
potentials, durch das die Translationsinvarianz gegeniiber dem freien Elektronengas
im Magnetfeld gebrochen wird.

Wenn, wie in unserem Fall, das Magnetfeld so stark ist, dass die magnetische Lange

2h
MeWwp

so gilt auch fiir die Zyklotronfrequenz w. > w, und wir koénnen die Frequenz {2, um
wp, = 0 entwickeln:

A sehr viel kleiner als die charakteristische Lange des duferen Potentials ist,

1 w?

Qp ~ —w. + L. (3.8)
2 c
Wir erhalten damit fiir die Einteilchenenergien
h w? w?
Cmk & 5 <2w—’: + we + wz) + h(mw—’: + sz> (3.9)
=€+ E/Tn,k’

Die Energie jedes Teilchens enthélt also eine von seinem Zustand unabhéangige Null-
punktsenergie €y und eine vom Zustand abhéngige Energie €/ . Im Grenzfall eines
unendlich starken Magnetfeldes (w. — oo) wird die Energie des Teilchens unabhénig
von m und w,, das heifit, das Teilchen verhilt sich bezogen auf die Ebene senkrecht
zum Magnetfeld wie ein freies Teilchen im Magnetfeld.

3.2. Dichte und Stromdichte der Einteilchenzustande

Um die gesamte Dichte und Stromdichte berechnen zu koénnen, bendtigen wir den
Beitrag des Zustandes |m, k) dazu. Die Dichteverteilung in diesem Einteilchenzustand
ist dabei durch das Betragsquadrat der Wellenfunktion (3.5) gegeben:

nm,k(pa Z) = W}m,k(p, 2 Z)‘Q = @Z):m,k(l), 2 Z)@bm,k(l), ©s Z)

2
1 PP\ V22 p? 222
_ H, [ V2* _r ~Z ). (3.10
V23 g zg m! k! 2% <2P(2)> " ( 20 P 203 P 23 (3.10)

Die Dichte ist beziiglich des Abstandes von der z-Achse um p,, = v2m + 1pg
zentriert [6] und die Ausdehnung der Dichteverteilung um p,, ist von der Gréfsenord-
nung po [6]. Sie ist in der (p, ¢)-Ebene in Abbildung 3.1 fiir den Einteilchenzustand
|m = 10,k = 0) skizziert. Parallel zum Magnetfeld ist Ausdehnung der Dichtevertei-
lung durch zg charakterisiert, hdngt aber noch von der Quantenzahl k ab. Fir £ =0
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3. Magnetisierung und persistenter Strom in harmonisch begrenzten Systemen

Dichte (bel. Einheiten)
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Abbildung 3.1.: Dichteverteilung (in beliebigen Einheiten) im Zustand |k = 0,m = 10) in
der Ebene z =0

erhalten wir eine einfache Gaufs-Verteilung, fiir k£ # 0 ist diese Verteilung durch das
Quadrat des Hermite-Polynoms moduliert und weist & Minima und k£ + 1 Maxima
auf. Fiir drei Werte von k ist die Dichteverteilung entlang der z-Achse in Abbildung
3.2 gezeigt.

Die Verteilung der Stromdichte im Zustand |m, k) erhalten wir ebenso direkt aus
der Wellenfunktion (3.5). Thr paramagnetischer Anteil ist fiir m # 0 gegeben durch

] ih . .
Dk (pa @, Z) = _% (wm7kvwm,k - ¢m,kv¢m,k)

ih (. O o .
- _2mep <T/Jm,k%¢m,k — wm,k%dJm,k> e, (3.11)

"L 1k(p,2)
= 5 Nm— z)e
Qme p% m—1,k\0; ©

Ein Zustand mit m = 0 trégt nicht zur paramagnetischen Stromdichte bei: jp, _,, =
0. Die physikalische Stromdichte setzt sich aus diesem paramagnetischen Anteil und
dem diamagnetischen Anteil

. e
S 1 (P50, 2) = = ——nm 1 (p, 2) A(p, )

" o (3.12)
T Tomo a2’ #wlpr2)e;
zusammen. Wir erhalten
. h (p P
Jm,k(p') 2 Z) = om anfl,k(p') Z)(l - 5771,0) - ﬁnm,k(p7 Z) €p- (313)
e \Po

Dabei ist das Kronecker-Symbol d,, ¢ nur fiir m = 0 eins, ansonsten null. Dieser Term
driickt aus, dass die Stromdichte fiir einen Zustand mit m = 0 nur den diamagneti-
schen Anteil enthélt.
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3.3. Grundzustand des nicht wechselwirkenden Vielteilchensystems

Dichte (bel. Einheiten)
o
~

Abbildung 3.2.: Dichteverteilung in den Zustdnden |m, k € {0, 1,2}) parallel zum Magnetfeld
bei p = const. # 0. Die Dichte ist beziiglich n, x=0(p, # = 0) = 1 normiert.

Wenn wir annehmen, dass wiederum w,. > w, gilt, kénnen wir mit Hilfe der Néhe-
rung (3.8) fiir Q, einen Zusammenhang zwischen der magnetischen Lange A und der
charakteristischen Lénge des effektiven Potentials pg finden

A
b (3.14)

2
142 (%)
und erhalten fiir die Stromdichte

. h p 1
Jm,k(pv QD,Z) ~ om ) nmfl,k(pv 2)(1 - 6m,0) - znm,k(p7z) egO'
e 7o 142 (%)

(3.15)
Diese Stromdichte ist in Abbildung 3.3 fiir den Zustand |m = 10, k = 0) als Funktion
von p bei z = 0 skizziert. Als Funktion von z nimmt lediglich die Stérke des Stromes
verglichen mit ihrem Wert bei z = 0 ab, da Dichte des Systems zum Rand hin
abnimmt. Fiir £ # 0 und beliebiges z dndert sich die Stromdichte als Funktion des
Abstandes von der z-Achse nicht qualitativ, lediglich die Stérke des Stromes variiert.
Allerdings gibt es fiir k¥ # 0 Knoten in der Dichteverteilung entlang des Magnetfeldes.
Fiir diese Werte von z verschwindet die Stromdichte fiir alle Werte von p.

3.3. Grundzustand des nicht wechselwirkenden
Vielteilchensystems

Wir wollen in diesem Abschnitt den Grundzustand eines Systems von nicht wech-
selwirkenden Teilchen im dreidimensionalen harmonischen Oszillator im homogenen

23



3. Magnetisierung und persistenter Strom in harmonisch begrenzten Systemen
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Abbildung 3.3.: Stromdichteverteilung (in beliebigen Einheiten) im Zustand |m = 10,k = 0)
als Funktion des auf pg normierten Abstandes von der z-Achse (w,/w. = 1/10).

Magnetfeld beschreiben. Dazu diskutieren wir zunéchst die Struktur des Grundzu-
standes, das heifst die Besetzung der Einteilchenzusténde fiir konstante Teilchenzahl
in Abhéngigkeit von der Stirke des Magnetfeldes. Wir kénnen schliefslich die Dichte-
und Stromdichteverteilung bestimmen sowie die innere Energie und das Verhalten
der Fermikante als Funktionen der magnetischen Feldstédrke beschreiben. Dabei be-
schrinken wir uns auf Magnetfelder, die so stark sind, dass parallel zum Magnetfeld
nur ein, zwei oder drei Oszillatorniveaus besetzt sind.

3.3.1. Struktur des Grundzustandes

Wir bestimmen zunéchst, welche Zustdnde bei konstanter Teilchenzahl und gegebe-
ner Magnetfeldstirke besetzt sind. Dazu definieren wir eine fiir das einschliefende
Potential charakteristische magnetische Feldstarke

2
B, = 1<xp, (3.16)
e W,

Nun kénnen wir die Stéarke des externen Magnetfeldes in Einheiten von B, ausdriicken

und definieren
B

= —. 3.17

-5 (3.7

Ein sehr starkes Magnetfeld bedeutet dann § > 1. Mit Hilfe des so definierten effek-

tiven Magnetfeldes schreiben wir den konfigurationsabhéngigen Teil der Einteilchen-
energien (3.9)

e = huws (% + k> . (3.18)
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3.3. Grundzustand des nicht wechselwirkenden Vielteilchensystems

Die Nullpunktsenergie € ist fir alle Teilchen gleich, und wir brauchen sie bei der Kon-
struktion des Grundzustandes nicht zu beachten. Bei der Abhéngigkeit der Grundzu-
standsenergie vom Magnetfeld und insbesondere bei der Beschreibung der Magneti-
sierung spielt sie jedoch eine wichtige Rolle.

In einem im obigen Sinn starken Magnetfeld werden zunéchst mehrere Drehimpuls-
zustdnde m besetzt, bevor ein weiteres Oszillatorniveau k parallel zum Magnetfeld
besetzt wird. Das erkennen wir aus dem Vergleich der Abstédnde zwischen zwei Ener-
gieniveaus A€y, = €mt1k — €mk UNd A€y = € kg1 — € k- Denn es gilt

w

A€, = ﬁﬁz < hw, = A¢g,. (3.19)
Wir sehen also, dass in jedem Oszillatorniveau k zunéchst die Drehimpulszustdnde
m = 0...Mmpax bis zu einem gewissen Maximalwert my,.x besetzt werden, bevor auch
Zustiande im néchsthoheren Niveau k& + 1 besetzt werden. Dabei ist m . durch die
Bedingungen

Emm&X7k S 60,k+1 und (320)

Emmax+1,k > €0,k+1 3.21)

gegeben. Wir finden mit Hilfe der Einteilchenenergien, dass mp.x der ganzzahlige
Anteil des effektiven Magnetfeldes ( ist

Mmax = LBJ (322)

Der Wert der Floor-Funktion |-| ist der ganzzahlige Anteil ihres Arguments.

Dieses eben diskutierte Einteilchenspektrum ist fiir 3 = 10,45, also mpyax = 10
in Abbildung 3.4 skizziert. Dort ist der konfigurationsabhéngige Anteil der Energie
fiir verschiedene Werte von k gegen den Drehimpuls m aufgetragen. Wir erkennen
deutlich, dass in jedem Oszillatorniveau k die Energien der Drehimpulszustdnde m <
Mmax unter der Energie des am tiefsten liegenden Zustandes im néchsthéheren Niveau
k+1 liegen. Damit kénnen wir schon bestimmen, ab welcher Stéirke des Magnetfeldes
sich alle N Teilchen im untersten Oszillatorniveau parallel zum Magnetfeld befinden.
In diesem Fall miissen mindestens N Zustdnde mit Drehimpulsen m < mpax zur
Verfiigung stehen. Also ist das effektive Magnetfeld durch die Bedingung

p=N-1 (3.23)

nach unten beschréankt. Die Teilchen besetzen dann die Zusténde |m = 0,k = 0) bis
lm=N —1,k=0).

Ist das Magnetfeld schwécher als dieser Wert, so werden auch Zustédnde mit k =1
besetzt. Dabei werden nacheinander die Zustinde |m = M,k = 1), |m = mmpax +
M,k =0), |m = M + 1,k = 1) und so weiter besetzt, bis insgesamt N Zustidnde
besetzt sind, denn fiir die Energien dieser Zusténde gilt

EME=1 < Empmax+M,k=0 < EM+1,k=1- (3.24)
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3. Magnetisierung und persistenter Strom in harmonisch begrenzten Systemen
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Abbildung 3.4.: Einteilchenenergie e;n,k als Funktion des Drehimpulses m in den Niveaus
k=0...4. In der Abbildung ist mmax = 10 und § = 10, 45.

Das erste Gleichheitszeichen gilt, wenn die Zustidnde |m = mpax, k = 0) und |m =
0,k = 1) entartet sind. Das ist der Fall, wenn 3 ganzzahlig ist. Dann sind alle Zusténde
M,k = 1) und |m = mmax + M,k = 0) entartet, da je zwei aufeinanderfolgende
Drehimpulsniveaus den selben Abstand voneinander haben. Wir wollen im Folgenden
den Spezialfall entarteter Zustdnde nicht diskutieren.

Sind diese Zustédnde nicht entartet, ist also 8 nicht ganzzahlig, dann werden sie
mit kleiner werdender magnetischer Feldstédrke abwechselnd besetzt. Ob der hochste
besetzte Zustand dann im Oszillatorniveau k = 0 oder k = 1 liegt, hdngt davon ab, ob
die Teilchenzahl N und der ganzzahlige Wert von 3, mmax, gerade oder ungerade sind.
Wir fiihren spéter alle Rechnungen mit N = 100 Teilchen durch und nehmen deshalb
schon jetzt an, dass die Teilchenzahl gerade ist. Die Argumentation fiir ungerade
Teilchenzahl ist vollkommen analog zu fiihren.

Sei also zunédchst muyay gerade. Dann ist die Anzahl der Teilchen in den Zusténden
|m =0,k = 0) bis |m = Mmuyax, k = 0) ungerade. Das heifst, die Anzahl aller anderen
besetzten Zustdnde muss auch ungerade sein. Da die hoheren Zustdnde beginnend
mit dem Zustand |m = 0,k = 1) abwechselnd in den Oszillatorniveaus k£ = 1 und
k = 0 besetzt werden, muss der hochste besetzte Zustand die Quantenzahl & = 1
besitzen. Wir bezeichen den zugehorigen Drehimpuls mit M, so dass der energetisch
am hochsten liegende besetzte Zustand |m = M,k = 1) ist. Insgesamt sind alle
Zustande [m =0...mpax + M,k =0) und |m =0... M,k = 1) besetzt. Die Summe
all dieser Zusténde muss gleich der Teilchenzahl N sein, so dass wir finden

Mmax+M M
N= Y 1+> l=mpu+M+1+M+1=mpu+2M+2.  (3.25)
m=0 m=0

26



3.3. Grundzustand des nicht wechselwirkenden Vielteilchensystems

Schlieflich erhalten wir daraus flir den hochsten besetzen Drehimpuls im Ostzillator-

niveau k =1
N — Mmax — 2

2
Dieser Wert ist wie gefordert nicht negativ und ganzzahlig, da N und mp.x gerade
sind und N > myax — 1 ist (andernfalls wiirden sich ja in Zustdnden mit k£ = 1 keine
Teilchen befinden).

Ist dagegen muyax ungerade, so ist die Anzahl der Teilchen in den Zustédnden |m =
0,k = 0) bis |m = Mmmyax, k = 0) gerade und entsprechend muss auch die Summe aller
anderen besetzten Zusténde gerade sein. Das heiftt, dass in diesem Fall der hochste
besetzte Zustand |m = muyax + M + 1,k = 0) ist. Durch Addition aller besetzter
Zustdnde finden wir schlieflich analog

M = (3.26)

Mmax+M+1 M
N= > 14> 1=1max+M+2+M+1= 1 +2M+3. (327)
m=0 m=0

Damit erhalten wir fiir den héchsten besetzten Drehimpuls im Niveau k = 1

N — Mpax — 3
— s

M = (3.28)
Auch hier ist M ganzzahlig, da N gerade, mpyax ungerade und damit N — mpax — 3
gerade ist. Schliefslich ist M auch nicht negativ, da der grofite ungerade Wert, fiir
den sich noch nicht alle Teilchen im untersten Oszillatorniveau k& = 0 befinden gerade
Mmax = IN — 3 ist.
Wir geben schlieflich noch den Wertebereich fiir die Starke des Magnetfeldes an, in
dem der N-Teilchen Grundzustand diese Struktur besitzt. Nach oben ist § dabei
durch die Bedingung beschrankt, dass sich mindestens ein Teilchen in einem Zustand
mit £ = 1 befinden soll. Den kleinsten Wert, den das Magnetfeld annehmen darf,
erhalten wir aus der Bedingung

M < Mpax. (3.29)

Das bedeutet, dass sich gerade kein Teilchen in einem Zustand mit & = 2 befinden
soll. Wir finden also

N
T ol<f<N-L (3.30)

Ist das Magnetfeld noch schwécher, so werden schliefslich auch Zustédnde mit k = 2
besetzt. Wir konnen auch hier durch abzéhlen bestimmen, in welchem Oszillator-
niveau fiir konstante Teilchenzahl und gegebenes Magnetfeld der hochste besetzte
Zustand liegt. Wir miissen nun unterscheiden, ob fiir die Teilchenzahl

N

S €N, (3.31a)
N+1

—;_ € N oder (3.31b)
N +2

T+ eN (3.31¢)
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3. Magnetisierung und persistenter Strom in harmonisch begrenzten Systemen

gilt. Eine solche Bedingung benotigen wir aber nicht fiir den ganzahligen Anteil des
Magnetfeldes, da sich gleichzeitig mit der Besetzung der Zustédnde mit k = 2 auch die
Besetzung solcher Zustédnde mit £ = 0 und & = 1 dndert. In unserem Fall (IV = 100)
gilt % € N und wir finden, dass |m = 2muyax + M,k = 0) der hochste besetzte
Zustand ist. Damit sind insgesamt die Zustinde |m = 0...2mpax + M,k = 0),
Im =0...mmax + M — 1,k = 1) und |m = 0...M — 1,k = 2) besetzt. Mit der
Bedingung, dass die Summe aller besetzten Zusténde gleich der Teilchenzahl sein

muss, gilt dann
N -1
M = T — Mmax- (332)
Wieder ist M ganzzahlig und nicht negativ, da mit % € N auch % € N gilt
und das Magnetfeld schwécher sein muss als % — 1, damit sich tiberhaupt Teilchen in
einem Zustand mit k = 2 befinden.
Wir geben schlieflich noch den zu diesem Grundzustand gehdérenden Bereich fiir
die magnetische Feldstéarke an, den wir ganz analog zum Fall zweier besetzter Niveaus

bestimmen.

N -1 N
<pB< —-1 3.33
—<ps< (33)
Wir miissen uns noch davon iiberzeugen, dass in allen drei Féllen (k € {0, 1,2}) nur
das unterste Oszillator-Niveau senkrecht zum Magnetfeld besetzt ist. Die niedrigste

Einteilchenenergie im ersten Oszillator-Niveau senkrecht zum Magnetfeld ist durch
1
€1=1,m=0k=0 = 3NEY, + ihwz (3.34)

gegeben. Damit lautet die Bedingung dafiir, dass sich keine Teilchen in diesem Niveau
befinden
€1=1,m=0,k=0 > €M,K (3.35)
wenn der Zustand | M, K') der hochste besetzte Einteilchenzustand im untersten Oszillator-
Niveau senkrecht zum Magnetfeld ist.
Wenn wir M = 0 wahlen, dann kénnen wir das unterste Niveau K angeben, das
gerade nicht mehr besetzt werden darf. Wir finden dafiir die Bedingung

2Q)
K= { £ J : (3.36)
Wy
Wenn wir schlieflich €2, in Potenzen von w, entwickeln erhalten wir damit
w? 2
K=|g2L+2]. 3.37

Wir werden spéter ein System mit /N = 100 Teilchen diskutieren und w, = w, wah-
len. Wir haben gesehen, dass dann der kleinste Wert, den das Magnetfeld annehmen
darf g = % = 16.5 ist. Bei einem Feld, das nicht schwécher ist als dieser Wert sind
dann nur die Niveaus mit k = 0, 1,2 besetzt. Die Kante zum ersten Oszillator-Niveau
senkrecht zum Magnetfeld liegt aber zwischen den Niveaus K = 16 und K = 17.
In unserem System befinden sich also alle Teilchen im untersten Oszillator-Niveau
senkrecht zum Magnetfeld.
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3.3. Grundzustand des nicht wechselwirkenden Vielteilchensystems

3.3.2. Grundzustandsdichte

Fiir die Beschreibung der magnetischen FEigenschaften des Systems mit Hilfe der
Stromdichtefunktionaltheorie benétigen wir die Dichteverteilung der Elektronen im
Grundzustand in Abhéngigkeit von der (effektiven) Magnetfeldstirke. Wir kennen
aus Gleichung (3.10) bereits den Beitrag, den ein Zustand |m, k) zur Dichte liefert.
Die Gesamtdichte erhalten wir, indem wir alle diese Beitrdge iiber die besetzten Zu-
stdnde summieren. Dazu bestimmen wir zunéchst die Dichteverteilung aller Teilchen
im k-ten Osrzillatorniveau parallel zum Magnetfeld. M (k) ist der hiochste besetzte
Drehimpulszustand im Niveau k.

Z) = Z nm,k(p’ Z)

2
k| —— exp | —== |exp [ - ).
20 22 23

2
Z V213t m'k‘Qk <%>

(3.38)
Im Anhang wird gezeigt, dass fiir die Summe
S L M+1
mzo — ™ exp(—x) =1 - arro WFL(M +1,M +2,—2) (3.39)

gilt. Dabei ist 1F; die konfluente hypergeometrische Funktion oder Kummer-Funktion.
Damit erhalten wir fiir die Dichteverteilung der Teilchen im k-ten Oszillatorniveau

(5. 2) 1 - V22 ? ( 2,22)
n ,Z = ex [ —
kP V2m3 2 k! 2F "\ P 23

2 \ M(k)+1 2
X (1 — m <2/)73> 1F1 (M(k?) + 1, M (k) + 2,—2/)—[%)) . (3.40)

Die gesamte Teilchendichte kénnen wir dann durch Summation iiber alle besetzten
Zusténde k = 0... kyax erhalten. Wir fithren diese Rechnung fiir beliebiges kpax nicht
durch, sondern beschréanken uns auf ein, zwei oder drei besetzte Oszillatorniveaus par-
allel zum Magnetfeld. Wir haben in Abschnitt 3.3.1 gezeigt, dass diese Einschréinkung
bedeutet, das System nur in Magnetfeldern zu betrachten, deren Stérke innerhalb be-
stimmter Grenzen liegt.

Befinden sich alle Teilchen in Zustédnden mit k£ = 0, dann ist M(k =0) = N — 1
und wir erhalten fiir die Dichteverteilung

() (o w(g) (g
n(p,z) = ———exp| ——5 1-—=|-— 1F1{ NN+1,——— .
) 273 320 ( % ( N\ 205 203

(3.41)
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Abbildung 3.5.: Dichteverteilung fiir N = 100 Teilchen im Zustand k& = 0 als Funktion des
auf pyp normierten Abstandes von der z-Achse in der Ebene z =0

In Abbildung 3.5 ist n(p,z = 0) fiir Zustdnde mit k& = 0 dargestellt. Dort er-
kennen wir, dass die Dichte bei z = 0 als Funktion des Abstandes von der z-Achse
iiber einen weiten Bereich konstant bleibt und am Rand steil abfillt. Die Einteilchen-
Dichteverteilung des hochsten besetzten Drehimpulszustandes m = N — 1 ist um
p=+2m+ 1pyg = V2N — 1pg zentriert und hat um diesen Wert eine Ausdehnung der
Grokenordnung py. Wir erwarten also, dass der Ubergang von der quasi-homogenen
Dichteverteilung im Inneren des Systems zum Rand etwa bei p = (V2N —1 — 1)pg
stattfindet. In unserem Beispiel mit 100 Teilchen heifft das, dass der Rand der Dichte-
verteilung bei etwa 13p beginnt. In Abbildung 3.5 ist der Ubergang in diesem Bereich
deutlich zu erkennen.

Was wir iiber die Dichteverteilung im Zustand k = 0 festgestellt haben, gilt ana-
log auch fiir den Anteil der Dichte ny im Fall £ # 0. Dann ist die Dichte etwa bis
p=(\/2M(k) — 1 — 1)pg konstant und fallt dann ab. Zusétzlich ist sie parallel zum
Magnetfeld nicht mehr durch eine einfache Gaufs-Verteilung wie im Fall £ = 0 gege-
ben, sondern wie in Abbildung 3.2 moduliert. Die Gesamtdichte fiir k. = 1 und
kmax = 2 ist fiir einige Werte der magnetischen Feldstdrke in den Abbildungen 3.6
dargstellt. Die Stufen entsprechen dem Rand der Dichteverteilung nj, der Teilchen im
Ostzillatorniveau k. Das Verhalten der Dichte in z-Richtung ist durch Vergleich der
verschiedenen Kurven in jeder Abbildung ersichtlich.

3.3.3. Stromdichteverteilung im Grundzustand

Analog zur Bestimmung der Grundzustandsdichte kénnen wir aus den Beitrédgen der
einzelnen Zustédnde auch die Verteilung der Stromdichte im Grundzustand bestim-
men. Dazu addieren wir wiederum die Stromdichten in den einzelnen Zustdnden und
finden mit Hilfe von Gleichung (3.39), die uns den Wert der Summe iiber die besetz-
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Abbildung 3.6.: Dichteverteilung fiir N = 100 Teilchen als Funktion des auf py normierten
Abstandes von der z-Achse fiir verschiedene Werte von z und magnetische Feldstérken .
In der linken Spalte ist kmax = 2, in der rechten kpax = 1.
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Abbildung 3.7.: Stromdichteverteilung fiir N = 100 Teilchen im Zustand k = 0 als Funktion
des auf py normierten Abstandes von der z-Achse in der Ebene z = 0. Das Inset zeigt den
schwachen Strom, der im Inneren des Systems in entgegengesetzter Richtung zum Strom
am Rand des Systems fliefst.

ten Drehimpulszusténde angibt, fiir die gesamte Stromdichte aller Teilchen im k-ten
M(k

Oszillatorniveau parallel zum Magnetfeld
h p >
M (k) 2
1 P p
1 — Fy [ M(k),Mk) +1,——
) [( M(k)! <2p%> ' 1( (k) M(E) + 2p%>>

1 1 2 M(k)+1 0
REEE3E (1 RO rsl € BERUT CUCEERUCRERS
(3.42)

Wie bei der Dichteverteilung fiihren wir die Summe iiber k nicht aus, sondern diskutie-
ren lediglich die qualitativen Eigenschaften dieser Stromdichteverteilung. Dazu skiz-
zieren wir in Abbildung 3.7 zunéchst die gesamte Stromdichte, die sich fiir kpax = 0
ergibt.

Wir erkennen, dass im Inneren des Systems, wo die Dichte (nahezu) konstant ist, nur
ein sehr schwacher Strom flieftt. Am Rand des Systems dagegen fliefst ein starker Strom
in die entgegengesetzte Richtung, der im Wesentlichen fiir das magnetische Moment
des Systems verantwortlich ist. Wir bemerken, dass die Strom- und Dichteverteilung
in diesem System sich so verhalten, wie wir es als physikalische Motivation bei der
Herleitung des Zusammenhanges zwischen Strom- und Dichteverteilung im Rahmen
der Stromdichtefunktionaltheorie skizziert hatten.

Sind auch Niveaus mit k& # 0 besetzt, so addieren sich wiederum die Stromdichten
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Abbildung 3.8.: Stromverteilung fiir N = 100 Teilchen als Funktion des auf pg normierten
Abstandes von der z-Achse fiir verschiedene Werte von z und magnetische Feldstérken .

In der linken Spalte ist kpmax = 2, in der rechten kpax = 1.
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3. Magnetisierung und persistenter Strom in harmonisch begrenzten Systemen

jr zur Gesamtstromdichte. Fiir zwei und drei besetzte Niveaus ist die radiale Ver-
teilung der Stromdichte fiir verschieden starke Magnetfelder in den Abbildungen 3.8
dargestellt.

Die Peaks entsprechen einem starken Strom, der an den Randbereichen der Dichte-
verteilungen ny (k = 0, 1,2) fliekt. Thre Hohe wird entsprechend dem intuitiven Bild,
das wir bei der Diskussion des universellen Strom-Dichte-Zusammenhangs entworfen
haben, durch die Anderung der Dichte an diesem Ort bestimmt. Daher dndert sich
auch die relative Hohe der Peaks zueinander fiir verschiedene Werte von z. Schliefs-
lich stellen wir noch fest, dass die Stéarke des Stromes ganz wesentlich von der Stérke
des Magnetfeldes beeinflusst wird, wie wir es fiir ein System erwarten, in dem die
diamagnetischen Eigenschaften gegeniiber den paramagnetischen dominieren.

3.3.4. Grundzustandsenergie und Fermienergie

Die Energie des Grundzustandes erhalten wir, indem wir die Energien aller besetzter
Einteilchenzustdnde addieren. Wir wollen auch hier wieder die Falle k. = 0,1,2
unterscheiden und beginnen mit einem System im sehr starken Magnetfeld, bei dem
sich alle Teilchen in Zustdnden mit k = 0 befinden. Dann erhalten wir fiir die innere
Energie des Grundzustandes

Ukpax=0 = Neg + NMZN2—;1 (343)
Dieser Ausdruck entspricht bis auf die Nullpunktsenergie exakt der Energie eines zwei-
dimensionalen Elektronengases im harmonischen Oszillatorpotential mit Frequenz w.,
im effektiven Magnetfeld § = Zj—z Die Nullpunktsenergie unterscheidet sich nur durch
den Beitrag der Bewegung parallel zum Magnetfeld. Dieser Anteil hangt nicht von
der Starke des Magnetfeldes ab und wir erwarten daher, dass die Magnetisierung des
dreidimensionalen Systems im Fall k. = 0 exakt gleich der Magnetisierung des
entsprechenden zweidimensionalen Systems sein wird.

Ist das Magnetfeld schwécher und sind entsprechend die Niveaus k =0 und k =1
besetzt, dann miissen wir — wie schon bei der Diskussion der Struktur des Grundzu-
standes in Abschnitt 3.3.1 — die Falle m .y gerade und my, ., ungerade unterscheiden.

Ist mpax gerade, so haben wir gesehen, dass im Niveau k£ = 0 die Drehimpulse m =

0% = M, und im Niveau k = 1 die Drehimpulse m = 0... Y=Tmax=2

M7 besetzt sind. Wenn wir nun die Einteilchenenergien aller dieser Zustdnde addieren,
so erhalten wir

Mo My

Z m m
Ukmaxil,even = Neo + hw, E + hw, g <E + 1>

m=0 m=0

N(N+3)+m12nax+2+N_mmax
43 2 '

(3.44)

:N60+hwz<

Bei ungeradem m,.x sind die Drehimpulszustdnde m = 0... % = My im
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Abbildung 3.9.: Mittlere Energie pro Teilchen abziiglich der Nullpunktsenergie als Funktion
des effektiven Magnetfeldes 8 im sphérisch symmetrischen Oszillatorpotential (w, = w, =
wp). Das Inset zeigt den Verlauf bei zwei besetzten Niveaus und den Ubergang zu einem
besetzten Niveau.

Niveau £ = 0 und die Drehimpulse m = 0% = M; im Niveau k = 1

besetzt. Also erhalten wir flir die innere Energie

N(N -3 +mmxmmx—2 +3 N_mmx+1
Ukmaxl,odd:Neo—i—th( ( ) a( a ) N >

43 * 2
(3.45)

Wir sehen also, dass der konfigurationsabhingige Anteil der inneren Energie im
Fall von zwei besetzten Oszillatorniveaus parallel zum Magnetfeld keine stetige Funk-
tion der magnetischen Feldstérke ist, sondern sich aus den abschnittsweise definierten
Funktionen Up, . —1even und U, . —10dd zZusammensetzt. Ebenso wird sich also die
exakte Magnetisierung aus solchen stiickweisen Funktionen zusammensetzen.

Bei noch schwécherem Magnetfeld werden schliefllich auch Zustédnde mit £ = 2 be-
setzt. Die Besetzung der Drehimpulszusténde im k-ten Oszillatorniveau haben wir in
Abschnitt 3.3.1 diskutiert. Wenn wir wiederum die Einteilchenenergien aller besetzter
Zustande addieren, dann erhalten wir in unserem Fall (% eN):

6Mmax(Mmax + 1) + N(N —3) +2
66

+ N — 2mupax — 1

(3.46)

Wir erkennen in Abbildung 3.9, dass der konfigurationsabhéngige Anteil der mitt-
leren Energie pro Teilchen (also der Anteil, der dem Term 6;71,19 in den Einteilchen-
energien (3.9) zuzuordnen ist) mit wachsendem Magnetfeld abnimmt. Der Anteil der
Energie eines Teilchens, der seinem Zustand parallel zum Magnetfeld entspricht, ist
unabhéngig von der Stirke des Magnetfeldes. Dagegen ist der magnetfeldabhingige
Anteil von e;n’k umgekehrt proportional zu B. Also nimmt die Energie abziiglich der

Ukmang = NEQ + hwz (
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3. Magnetisierung und persistenter Strom in harmonisch begrenzten Systemen
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Abbildung 3.10.: Konfigurationsabhéngiger Anteil der Fermienergie als Funktion des effekti-
ven Magnetfeldes 8 im sphérisch symmetrischen Oszillatorpotential (w, = w. = wp). Das
Inset zeigt das Verhalten bei zwei besetzten Niveaus k£ = 0 und k£ = 1 sowie den Ubergang
zu einem besetzten Niveau k = 0.

Nullpunktsenergie eines Teilchens im Zustand |m, k) mit stirker werdendem Magnet-
feld proportional zum Reziprokwert der magnetischen Feldstérke ab. Das entspricht
genau dem Verhalten von €, wenn nur das unterste Oszillatorniveau parallel zum
Magnetfeld besetzt ist. Sind auch héhere Oszillatorniveaus besetzt, dann wird die-
ser Effekt teilweise durch die Umordnung der besetzten Zustdnde mit wachsendem

Magnetfeld kompensiert da dann auch héhere Drehimpulszusténde besetzt werden.

Auffillig ist der Verlauf der Energie im Fall von zwei besetzten Oszillatorniveaus.
Hier sind die Falle my,ax gerade beziehungsweise ungerade deutlich zu unterscheiden.

Die Gesamtenergie pro Teilchen wéchst fiir die von uns betrachteten starken Felder
in guter Néherung proportional zur Magnetfeldstdrke an, da die Nullpunktsenergie
des Teilchens dann von ihrem Anteil proportional zu B dominiert wird und gegeniiber
dem konfigurationsabhingigen Anteil deutlich iiberwiegt.

Wir haben bei der Diskussion des Grundzustandes beschrieben, welches Niveau in
Abhéngigkeit vom Magnetfeld der Fermikante entspricht. Damit konnen wir auch den
Verlauf der Fermienergie in Abhéngigkeit von der Starke des Magnetfeldes bestimmen.
In der Abbildung 3.10 ist der konfigurationsabhéngige Anteil der Fermienergie als
Funktion des effektiven Magnetfeldes § dargestellt.

Wir erkennen, dass dieser Anteil der Fermienergie mit wachsendem Magnetfeld
rasch abnimmt. Dieses Verhalten ist aus den Einteilchenenergien unmittelbar ver-
standlich, da deren konfigurationsabhéngiger Anteil fiir B — oo nur noch die Oszillator-
Energie parallel zum Magnetfeld enthilt. Auffallend ist der Knick, der den Ubergang
von zwei besetzten Niveaus £ = 0 und & = 1 zu einem besetzten Niveau k£ = 0 wi-
derspiegelt. Zudem erkennen wir deutlich eine wellenartige Struktur, in der sich der
Wechsel der Fermikante zwischen den Niveaus &k = 0 und k£ = 1 zeigt.
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3.4. Exakte Beschreibung der magnetischen Eigenschaften

3.4. Exakte Beschreibung der magnetischen
Eigenschaften

Mit der Kenntnis der Grundzustandsenergie knnen wir die Magnetisierung des Sys-
tems durch Ableitung der inneren Energie nach der Stérke des Magnetfeldes be-
stimmen. Um die Notation etwas zu vereinfachen, spezialisieren wir unser einschlie-
fendes Oszillatorpotential und betrachten ein sphérisch symmetrisches System mit
w, = W, = wo. Dann erhalten wir fiir die effektive Magnetfeldstirke den Ausdruck
6= :}’—3. Auch hier beschréanken wir uns auf die drei Félle knyax € {0, 1,2}.

Befinden sich alle Teilchen im untersten Oszillatorniveau parallel zum Magnetfeld,
dann erhalten wir aus der inneren Energie (3.43) die Magnetisierung des Systems pro

Teilchen
N+1
kmax
php=" = —up <1 - 7) : (3.47)
Das entspricht — wie erwartet — der Magnetisierung pro Teilchen in einem zweidimen-
sionalen Oszillatorpotential V2P = lmewo p? und im effektiven Magnetfeld 3 da den
Teilchen der Freiheitsgrad parallel zum Magnetfeld nicht mehr zur Verfiigung steht.
Sind neben den Zustédnden mit k£ = 0 auch solche mit £ = 1 besetzt, dann koén-
nen wir die Magnetisierung aus den Gleichungen (3.44) und (3.45) fiir mpyax gerade
beziehungsweise ungerade bestimmen. Wir erhalten dann fiir die Magnetisierung pro
Teilchen

2
kmax=1,even 1 Mmax +2
e == l—— | N+ 7+ /22— 3.48
o o (1 g (v 7 ) ) 4%
flir gerades Mmpax und
k =1 Odd mmax(mmax - 2) + 3

Tax 1-— N +1 A

ks o (1 g (N1 = (3.49)

flir ungerades Mmax-

Sind schlieflich drei Oszillatorniveaus parallel zum Magnetfeld besetzt, dann ist die
innere Energie durch Gleichung (3.46) gegeben und wir erhalten fiir die Magnetisie-
rung pro Teilchen

6Mumax (Minax + 1) + 2>> , (3.50)

k =2 _
max —— 1 N 3
g 1292; < 3ﬂ2 < +3+ N

Wir erkennen in Abbildung 3.11, dass die Magnetisierung pro Teilchen fiir ein sehr
starkes Magnetfeld entsprechend unserer Erwartung gegen —up strebt, da dann die
mittlere Energie pro Teilchen vollstdndig von der Zyklotronenergie des Teilchens die
in €y enthalten ist, dominiert wird. Auffallend ist zudem der Ubergang zu nur noch
einem besetzten Niveau, der sich im Verlauf der Magnetisierung als Knick darstellt.

Sind zwei Oszillatorniveaus parallel zum Magnetfeld besetzt, dann haben wir be-
reits gesehen, dass die mittlere Energie pro Teilchen davon abhéngt, ob die Teilchen-
zahl und der ganzzahlige Anteil der effektiven magnetischen Feldstérke gerade oder
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Abbildung 3.11.: Magnetisierung pro Teilchen im sphérisch symmetrischen Oszillatorpoten-
tial als Funktion des effektiven Magnetfeldes

ungerade sind. Dementsprechend erhalten wir auch fiir die Magnetisierung des Sys-
tems in den zugehorigen Bereichen der magnetischen Feldstérke einen Verlauf, der
sich aus den Abschnitten zusammensetzt, die mpya. gerade beziehungsweise unge-
rade entsprechen. Bei ganzzahligen Werten der magnetischen Feldstéirke springt die
Magnetisierung diskontinuierlich von einem dieser Abschnitte zum néchsten.

3.5. Beschreibung der magnetischen Eigenschaften mit
Hilfe der Stromdichtefunktionaltheorie

Wir wollen nun die Magnetisierung und Stromverteilung des Systems mit Hilfe der
Stromdichtefunktionaltheorie beschreiben. Dazu gehen wir von der exakt bekann-
ten Dichteverteilung (3.40) aus und verwenden den Zusammenhang (2.24a), um die
Stromdichte zu bestimmen. Die Magnetisierung des Systems erhalten wir aus der
Dichte mit Hilfe des Ausdrucks (2.46), der es uns im Rahmen der Stromdichte-
funktionaltheorie erlaubt, aus der Dichteverteilung eines Systems nicht wechselwir-
kender Teilchen seine Magnetisierung zu bestimmen.

3.5.1. Stromdichte
Aus der bekannten Dichteverteilung des Systems (3.40) konnen wir mit Hilfe der

universellen Beziehung zwischen Stromdichte und Dichte (2.24a) die Stromverteilung
bestimmen. Dazu bendétigen wir lediglich die Ableitung der Dichte nach dem Abstand
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von der z-Achse, die anderen Komponenten des Gradienten tragen in unserem Fall
nicht bei. Wir berechnen also zunéchst fiir ein allgemeines M € N

on(p,z) 0 1 P2\ M P
ez (I — (2 Fo(M+1,M+2 -2
dp OC@p( (M +1)! (293 R 7

1 p (P \" p*
S o F (M1, M2, -2
M! 3 <2p3> ' 1< RS 2p3>

1 p?

2

p
— P (M+2,M+3, -] 3.51
22 1( +2,M +3, 22>] (3.51)

Po

Die Ableitung der hypergeometrischen Funktion {F; wird im Anhang explizit berech-
net.
Fiir sehr starke Magnetfelder konnen wir im exakten Ausdruck (3.42)

1
142 ()’
tele
ndhern, da dann die Zyklotronfrequenz deutlich grofer als die Oszillatorfrequenz des
einschliefenden Potentials ist. Wir stellen fest, dass wir mit dieser Naherung fiir starke

Magnetfelder einen ganz dhnlichen Ausdruck fiir den p-abhéngigen Teil der exakten
Stromdichte (3.42) erhalten:

~ 1 (3.52)

1 p [ M (k) 2
Lo(L — 1 Fy ( M(k), M(k) +1, )
M(k)! p} (2/)3) ' 1( (£), M(E) 20}
1 2 2
+—— P F <M(k)+1,M(k)+2,—p—2> . (3.53)
M(k) +12p3 205

Die Ableitung (3.51) entspricht aber, bis auf den Anteil in der Funktion ~y, den wir
unten diskutieren, fast genau dem p-abhéngigen Teil in der Stromdichte wie wir ihn
im Rahmen der Stromdichtefunktionaltheorie erhalten. Der einzige Unterschied zur
Naherung des exakten Ausdruckes fiir starke Felder ist, dass in den hypergeometri-
schen Funktionen im CDFT-Ausdruck um eins erhohte Drehimpulse als Parameter
stehen. Fiir M > 1 hat das auf das Ergebnis einen vernachlissigbar geringen Finfluss,
da das Maximum der Stromdichte von der Potenz mit der % auftritt abhéngt. Diese
ist in beiden Féllen die Gleiche. Die hypergeometrische Funktion bestimmt nur, wie
schnell die Stromdichte ansteigt und abfillt, sowie die Stérke des Stromes. Fiir kleine-
re Werte von M heifst das, dass die Stromdichtefunktionaltheorie einen zu schwachen
Strom voraussagt. Insgesamt bedeutet das, dass bei grofen Werten von p die Uberein-
stimmung zwischen dem exakten Stromverlauf und dem von der CDF'T beschriebenen
besser ist als weiter innen im System. Bevor wir den Einfluss der Funktion -y dis-
kutieren, stellen wir noch fest, dass dieses Ergebnis unabhéngig von der Anzahl der

besetzten Zusténde parallel zum Magnetfeld ist, vorausgesetzt, § ist so grof, dass wir
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das exakte Ergebnis auf die oben beschriebene Art néhern diirfen. Der von z abhén-
gige Anteil ist also bis auf den Einfluss von ~x im exakten Ergebnis der Gleiche wie
in dem Ausdruck, den wir mit Hilfe der Stromdichtefunktionaltheorie erhalten.

Wir haben bisher den Einfluss der Funktion -y nicht beriicksichtigt. Das entspricht
dem Grenzfall unendlich starken Magnetfeldes, da dann v, — 1 gilt. In vy ist nach
Gleichung (2.39) das Quadrat der Dichte enthalten. Eine allgemeine Diskussion fiir
beliebig viele besetzte Zustdnde parallel zum Magnetfeld ist daher sehr unanschau-
lich. Wir betrachten also wieder nur die Félle k.« = 0,1, 2 und beginnen damit, dass
sich alle Teilchen in Zustédnden mit k& = 0 befinden. Dann ist das hdchste besetzte
Drehimpulsniveau Mp,ax = M (k) = N — 1. Wir kénnen ~i aus der bekannten Dichte-
verteilung und mit Hilfe von Gleichung (2.39) bestimmen. Zunéchst schétzen wir ab,
in welchem Bereich der Wert von ~y bei gegebener Teilchenzahl und gegebener Ma-
gnetfeldstirke liegen wird. Dazu schreiben wir das Verhéltnis der charakteristischen

Léngen
X224 8%)2 2
= ( : );w— (3.54)
P~ B B
und erhalten dann ~; als Funktion der Koordinaten p und z
2m
(pz) =1~ g(n’(p, 2))%. (3.55)

Hier ist n/(p, z) die Dichte des Systems ohne ihre Normierung ﬁp%. Da n/(p, 2)
0~<0

zwischen null und eins liegt, finden wir schlietlich
2
-G Sws] (3.56)

und speziell fiir ein System von N = 100 Teilchen, das heifit 3 > 99,
0.937 < 3 < 1. (3.57)

Der Verlauf von 7 als Funktion von p bei z = 0 ist in Abbildung 3.12 fiir verschieden
starke Magnetfelder skizziert.

Wir stellen also fest, dass sich zumindest bei den von uns betrachteten starken
Magnetfeldern der Wert von 7, nur wenig mit dem Abstand von der z-Achse dndert,
insbesondere wechselt das Vorzeichen nicht. Der Strom flieft damit also iiberall in die
selbe Richtung. Wir kénnen nun Gleichung (3.51) und unseren Ausdruck (3.55) fiir
~k kombinieren und numerisch mit Maple auswerten. Das Ergebnis fiir verschiedene
Feldstéarken § ist in Abbildung 3.13 dargestellt.

Sind mehrere Oszillatorniveaus parallel zum Magnetfeld besetzt, so ist die Strom-
dichte (bis auf die Korrektur, die wir aus vy erhalten) durch die Summe der Beitrage
in den einzelnen Niveaus k gegeben. Fiir jedes dieser Niveaus erhalten wir den Bei-
trag durch die Ableitung der Dichte in diesem Niveau nach p entsprechend Gleichung
(3.51). Also erwarten wir, dass jedes dieser Niveaus einen Beitrag zur Gesamtstrom-
dichte liefert, der sich als Peak am Rand der entsprechenden Dichteverteilung dar-
stellt. Der Wert der Funktion ~i beeinflusst dabei die Hohe der Peaks, also die Stérke
des Stromes, und, falls sich ihr Vorzeichen &ndert, auch seine Richtung.
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Abbildung 3.12.: ~;; als Funktion der Koordinate p bei z = 0 fiir verschieden starke Magnet-
felder. In allen gezeigten Féllen ist kyax = 0.
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Abbildung 3.13.: Auf den Maximalwert der exakten Stromdichte normierte Differenz zwi-
schen der exakten Stromdichte und der Stromdichte, die wir in CDFT erhalten, als Funk-
tion der Koordinate p bei z = 0 fiir verschieden starke Magnetfelder. In allen gezeigten
Fallen ist k. = 0.
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Abbildung 3.14.: Verlauf von -y als Funktion des Abstandes von der z-Achse ;% fiir verschie-
dene Werte von z und magnetische Feldstirken | 3] = 25 sowie | 3] = 50.

Wir werten ~x mit Maple aus und erhalten fiir zwei und drei besetzte Niveaus
parallel zum Magnetfeld den in den Abbildungen 3.14 dargestellten Verlauf. Auch hier
wechselt i das Vorzeichen nicht, also wird nur die Stérke des Stromes, nicht aber seine
Richtung mit dem Abstand von der Symmetrieachse des Systems variiert. Wir merken
noch an, dass wir aufgrund des (konstant positiven) Vorzeichens von vy erwarten, dass
sich das System {iber den gesamten betrachteten Bereich der magnetischen Feldstéarke
diamagnetisch verhélt.

Schliefllich kénnen wir die Verteilung der Stromdichte fiir zwei oder drei besetzte
Niveaus k bestimmen. Ihr Verlauf ist zusammen mit den exakten Ergebnissen fiir
verschiedene Werte von 3 in den Abbildungen 3.15 gezeigt. Wir erkennen, dass die
Lage der Peaks mit der in den exakten Ergebnissen iibereinstimmt. Aus dem Ergeb-
nis, das wir fiir ein beliebiges besetztes Niveau k erhalten hatten, ist das unmittelbar
versténdlich, da sowohl im CDFT- als auch im exakten Ergebnis der Rand der Dichte-
verteilung im Niveau k die Lage des Maximums der Stromdichte bestimmt. Allerdings
sind fiir Magnetfelder, die nicht sehr stark sind (in dem Sinne, dass auch Zustédnde mit
k # 0 besetzt sind) die Peaks in CDFT generell zu schwach ausgeprégt. Das heift, das
System verhalt sich in CDFT insgesamt weniger diamagnetisch. Wir hatten zu Be-
ginn dieses Kapitels bereits gesehen, dass dafiir die unterschiedlichen Parameter in der
hypergeometrischen Funktion verantworlich sind. Etwas verstirkt wird dieser Effekt
noch durch den Verlauf der Funktion 7x. Allerdings kann dieser alleine die Abwei-
chungen nicht erkléren. Insgesamt stellen wir fest, dass fiir unser System, das in allen
drei Raumrichtungen beschréankt und damit quantisiert ist, die lokale Ndherung der
Stromdichtefunktionaltheorie zwar die Struktur der Stromdichteverteilung qualitativ
richtig beschreibt, die Stirke des Stromes aber zu gering wiedergibt. Fiir sehr starke
Felder (wenn nur das unterste Oszillatorniveau parallel zum Magnetfeld besetzt ist)
liegt der Fehler unterhalb drei Prozent. Fiir schwichere Felder ist er deutlich grosser.
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Abbildung 3.15.: Vergleich der exakten Stromverteilung mit dem CDFT-Resultat fiir N =
100 Teilchen als Funktion des auf py normierten Abstandes von der z-Achse fiir verschiedene
Werte von z und magnetische Feldstarken 3
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3. Magnetisierung und persistenter Strom in harmonisch begrenzten Systemen

3.5.2. Magnetisierung

Wir beginnen mit der Beschreibung der Magnetisierung fiir ein System in einem
Magnetfeld, das so stark ist, dass sich alle Teilchen im untersten Oszillatorniveau
parallel zum Magnetfeld befinden. Dann ist die Dichteverteilung durch

1 222) 1 ( ;. >N ( :

n(p,z) = ———exp | ——5 1-—|— 1Fi [ NN+1,——

() V2 pizo ( % ( N\ 205 203
(3.58)

gegeben.

Wir miissen, um die Magnetisierung zu bestimmen, das Integral [i, d®r(n(r))? iiber
das vom System eingenommene Volumen V bestimmen. Die Integration iiber dip
ist trivial und liefert einen Faktor 27. Auch die Integration {iber dz bereitet keine
Probleme. Wir betrachten dazu nur den von z abhéingigen Anteil der Dichte und

integrieren

1 [ 622

— dz exp (—%) = /I (3.59)
20 J—co z5 6

Es bleibt also nur noch das Integral iiber dp auszufiihren. Wir erkennen, dass der von p

abhéngige Anteil der Dichte nur vom Verhéltnis des Abstandes zur charakteristischen
Lange pg abhéngt. Also konnen wir im Integral z := p% substituieren und erhalten

00 1 p2 pz 3
dpp [1 _ L <_) Fy <N,N+ T
/0 N\ 205 20
3

= 2/Oodm: - L v ) F NN+1—x—2 (3.60)
= 0o ) N\ 1F1 ) T . .

Da die Teilchenzahl konstant ist und wir von x = 0 bis £ = oo integrieren, ist der
Wert des Integrals eine Konstante und héngt insbesondere nicht von der Stérke des
Magnetfeldes ab. Wir bezeichnen diesen Wert zunéchst mit C'; und erhalten fiir das

gesuchte Integral
Cy

3 3 _
/Vd r(n(r))” = NI (3.61)

Schlieklich finden wir, dass sich im Rahmen der lokalen Néherung der Stromdichte-
funktionaltheorie fiir die Magnetisierung pro Teilchen

A7Cy A8 >
CDFT 1
= — 1-— —_ 3.62
ot " ( 3V3N P42 36

ergibt. Wir spezialisieren unsere Betrachtung wiederum auf ein sphérisch symmetri-
sches Oszillatorpotential mit Frequenz wg und kénnen dann den letzten Term in der
Magnetisierung durch die effektive Magnetfeldstérke ausdriicken:

)\6 - 2(2—}—,@2)2
PO%6 Gk

2
NS (3.63)
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3.5. Beschreibung der magnetischen Figenschaften mit Hilfe der CDF'T

Insgesamt erhalten wir damit

4rCq 2
CDFT 1
= — 1———. 3.64

Dieser Ausdruck stimmt nicht mit dem exakten Ausdruck (3.47) iiberein. Insbesondere
beschreibt er die Abhéngigkeit der Magnetisierung vom effektiven Magnetfeld falsch.

Bevor wir uns dem Fall mehrerer besetzter Niveaus parallel zum Magnetfeld zu-
wenden, bemerken wir noch, dass wir die Abhéngigkeit der Magnetisierung (3.64) von
der Stérke des Magnetfeldes auch ohne Rechnung bestimmen kénnen. Wenn sich alle
Teilchen im untersten Oszillatorniveau parallel zum Magnetfeld befinden, dann kann
sich mit der Stdrke des Magnetfeldes nur die Ausdehung des Systems in der Ebene
senkrecht zum Magnetfeld &ndern, indem sich die charakteristische Ldnge mit dem
Magnetfeld dndert. Da die Dichte senkrecht zum Magnetfeld aber nur vom Verhéltnis
des Abstandes zur z-Achse zur Lange pg abhéngt, ist das Integral iiber jede Potenz
der Dichte in dieser Ebene im Wesentlichen unabhéngig vom Magnetfeld und liefert
bis auf eine Konstante lediglich das Quadrat der charakteristischen Lénge. Ebenso
ist das Integral der Dichteverteilung parallel zum Magnetfeld von diesem unabhéngig
und liefert eine Konstante mal der charakteristischen Lénge zo in dieser Richtung.
Nun ist die Dichte aber proportional zu pg 226 1 Also erhalten wir fiir das benétigte
Integral

1

— (3.65)
P6%5

/V & (n(r)? x

und daraus fiir das sphérisch symmetrische System wiederum das in Gleichung (3.64)
gezeigte Verhalten der Magnetisierung als Funktion des effektiven Magnetfeldes.

Nachdem wir die Abhéngigkeit der Magnetisierung vom Magnetfeld, wie sie die lo-
kale Naherung der Stromdichtefunktionaltheorie voraussagt, bestimmt haben, bleibt
uns, die Konstante C; zu berechnen. Wir konnen das Integral (3.60) mit Maple aus-
werten, stellen aber fest, dass wir eine obere Grenze angeben miissen, um ein Ergebnis
zu erzielen. Wir withlen einen Wert etwas grosser als (v/2N — 1+1)pg, da der hichste
besetzte Drehimpulszustand um /2N — 1pg zentriert ist und etwa die Ausdehnung
po besitzt. Fiir N = 100 Teilchen erweist sich QOpﬁO als geeignete obere Grenze. Ein
hoherer Wert bringt innerhalb der Rechengenauigkeit keine Verbesserung, verlangert
aber die Rechenzeit. Damit erhalten wir fiir unser System mit 100 Teilchen den Wert
C1 =91,64.

Um mit Hilfe von Gleichung (2.46) die Magnetisierung fiir ein System mit zwei
besetzten Oszillatorniveaus parallel zum Magnetfeld bestimmen zu kénnen, miissen
wir zunéchst eine Ndherung fiir die Dichteverteilung finden. Eine direkte Berechnung
des Integrals [ d3r(n(r))? mit der exakten Dichte liefert in brauchbarer Rechenzeit
kein Ergebnis.

Wir versuchen also, die Dichte im Oszillatorniveau k zu nidhern. Wie bereits aus
dem Graph der Dichteverteilung zu erkennen ist, dhnelt sie stark einer Fermifunktion

45



3. Magnetisierung und persistenter Strom in harmonisch begrenzten Systemen

exakt
ODFT, kmax =0 =
-0.8 | ODFT, kmax =1 ~

0 300 600 900

Abbildung 3.16.: Magnetisierung pro Teilchen im sphérisch symmetrischen Oszillatorpoten-
tial als Funktion des effektiven Magnetfeldes. Gezeigt ist der exakte Verlauf der Magne-
tisierung sowie der Verlauf, den wir mit Hilfe der Stromdichtefunktionaltheorie bestimmt
haben.

und wir versuchen daher, den von p abhéngigen Teil der Dichte (ohne die Normierung)

als
1
p(p) = (3.66)
exp (P*PM) + 1

apo

zu schreiben. Dabei ist pps der Wert von p, um den die Dichteverteilung im Einteil-
chenniveau mit dem hochsten besetzten Drehimpuls zentriert ist, und a entspricht
der Steigung der (exakten) Dichteverteilung an diesem Punkt. Wir erhalten aus der
exakten Dichteverteilung fiir a in guter Néherung den Wert a ~ 0.4. Zwar ist der
exakte Wert von a fiir verschiedene Parameter M etwas unterschiedlich, liegt aber
immer in der Ndhe von 0.4. Insgesamt erhalten wir also fiir die genédherte Dichte ny,
im k-ten Oszillatorniveau

2
ng = ! Hy, <\/§Z> exp <—2%> ! . (3.67)
\/ﬁpgm k! 2k <0 20 / exp <%) +1

Mit der so gendherten Dichteverteilung konnen wir nun die Magnetisierung des
Systems im Rahmen der lokalen Ndherung der Stromdichtefunktionaltheorie mit Hil-
fe von Gleichung (2.46) bestimmen. Die erhaltenen Werte sind in Abbildung 3.16
ersichtlich und werden dort mit dem exakten Verlauf der Magnetisierung, den wir in
Abschnitt 3.4 diskutiert haben, verglichen.

Wir erkennen, dass wir auch im Rahmen der lokalen N&herung der Stromdichte-
funktionaltheorie ein diamagnetisches Verhalten des Systems bekommen, die Magne-
tisierung ist negativ. Allerdings ist ihr Betrag etwas kleiner als im exakten Ergebnis.
Dieses Resultat stimmt damit {iberein, dass wir die Strome im Rahmen der CDFT
zu schwach erhalten haben. Insgesamt finden wir, dass die Abweichung zwischen dem
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3.6. Diskussion

exakten und dem mit Hilfe der CDFT bestimmten Ergebnis in den betrachtenen Be-
reichen der magnetischen Feldstéirke zwischen 0,5% fiir sehr starke Felder und 15%
wenn das Niveau k = 2 gerade noch nicht besetzt ist, liegt.

3.6. Diskussion

Wir haben gesehen, dass die lokale Ndherung der Stromdichtefunktionaltheorie den
Verlauf der Stromdichte und die Magnetisierung als Funktion des dufseren Magnetfel-
des im betrachteten System nur ungenau wiedergeben kann. In beiden Féllen stim-
men aber die qualitativen Aussagen iiberein. Die Maxima der Stromdichteverteilung
als Funktion des Abstandes von der Symmetrieachse des Systems liegen sowohl in
der exakten Losung als auch im CDFT-Resultat an der selben Stelle. Dariiberhinaus
ist sowohl in einer exakten Beschreibung als auch in der Beschreibung im Rahmen
der lokalen Ndherung der Stromdichtefunktionaltheorie das System insgesamt diama-
gnetisch. Allerdings wird die Magnetisierung von der lokalen Néherung der CDFT
grundsétzlich unterschitzt. Das System verhélt sich nach den Resultaten der CDFT
also weniger diamagnetisch. Der Grund dafiir ist, dass wir versucht haben, ein aus
zweidimensionalen Elektronengasen aufgebautes System durch ein dreidimensionales
Elektronengas zu ndhern. Im dreidimensionalen Elektronengas im Magnetfeld spielt
die Entartung der Landau-Niveaus sowie der Freiheitsgrad parallel zum Magnetfeld
eine wesentliche Rolle. Diese Entartung nimmt mit stdrker werdendem Magnetfeld
zu und damit sinkt der Anteil der mittleren Energie pro Teilchen, der aus der Be-
wegung parallel zum Magnetfeld resultiert. Wir haben bereits gesehen, dass dieser
Effekt dafiir verantwortlich ist, dass sich das System schlieflich paramagnetisch ver-
hélt. In einem exakt zweidimensionalen System (senkrecht zum Magnetfeld) dagegen
besitzen die Elektronen keinen Freiheitsgrad parallel zum Magnetfeld. Deswegen kann
ein solcher Ubergang zu einem paramagnetischen System in zwei Dimensionen nicht
stattfinden. Unser Modellsystem verhilt sich oberhalb des Uberganges zu einem ef-
fektiv zweidimensionalen System nur deshalb nicht ideal diamagnetisch (uy = —pg)
weil die Anwesenheit des dufteren Oszillatorpotentials die Drehimpulsentartung in den
Landau-Niveaus aufhebt.

Auch der Versuch, von vorneherein ein zweidimensionales freies Elektronengas im
Magnetfeld zu betrachten und damit das inhomogene System im sehr starken Ma-
gnetfeld zu nédhern, liefert nicht das richtige Ergebnis. In einem zweidimensionalen
freien Elektronengas in einem Magnetfeld, das so stark ist, dass alle Elektronen auf
das unterste Landau-Niveau beschrankt sind, ist die Energie jedes Elektrons, also
auch das chemische Potential h‘gc. Wir erhalten dann, dass vy in diesem Fall unab-
héngig von der Dichte ist: 4, = 1. Damit finden wir fiir die Magnetisierung pro Teil-
chen M%DFTQD = —up. Insgesamt heifft das, dass wir im Rahmen der Stromdichte-
funktionaltheorie die Magnetisierung eines auch parallel zum Magnetfeld rdumlich
beschréankten und damit quantisierten Systems fiir sehr starke Felder (in dem Sinn,
dass sich das System wie ein zweidimensionales System verhélt) nur im Grenzfall
[ — oo richtig beschreiben kénnen. Fiir endliche Feldstarken liefert die Stromdichte-
funktionaltheorie in diesem Fall jedoch ein zumindest quantitativ falsches Ergebnis.
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4. Zusammenfassung und Ausblick

Wir haben in dieser Arbeit untersucht, ob sich die orbitalen magnetischen Eigen-
schaften eines einfachen inhomogenen Systems, das in allen drei Raumrichtungen
beschriankt ist, im Rahmen der lokalen Ndherung der Stromdichtefunktionaltheorie
beschreiben lassen.

Dazu haben wir zunéchst einen universellen Zusammenhang zwischen Strom und
Dichte in inhomogenen Systemen, der von Vignale und Skudlarski [10] hergeleitet
wurde, ausfiihrlich nachvollzogen. Dieser Ausdruck hat es uns gestattet, die Strom-
dichte eines Systems ohne Kenntnis der Wellenfunktionen ausgehend von der Dichte
des Systems zu bestimmen.

Wir haben mit Hilfe dieses Ausdrucks die orbitale Magnetisierung eines Gases nicht
wechselwirkender Elektronen, die auf das unterste Landau-Niveau beschrinkt sind,
als ein explizites Funktional der Dichte darstellen kénnen. Damit war es moglich,
den orbitalen Beitrag der Magnetisierung eines homogenen, beschréinkten Elektro-
nengases als Funktion des dufteren Magnetfeldes zu bestimmen. Wir haben gesehen,
dass sich die Magnetisierung des Systems aus zwei konkurrierenden Teilen zusammen-
setzt. Verantwortlich fiir den diamagnetischen Anteil ist dabei die Oszillatorenergie
der Elektronen, deren Anteil pro Teilchen gleich der halben Zyklotronenergie ist. Die-
ser Beitrag zur Magnetisierung pro Teilchen ist konstant —u g, solange alle Teilchen
auf das unterste Landau-Niveau beschrinkt bleiben. Daneben wéchst aber mit zu-
nehmendem Magnetfeld auch die Entartung der Landau-Niveaus und damit sinkt
der Anteil der mittleren Energie pro Teilchen, der seinem Zustand parallel zum Ma-
gnetfeld zuzuordnen ist. Wir haben gesehen, dass fiir sehr starke Magnetfelder der
Beitrag aus der Oszillatorenergie iiberwiegt. Das System verhélt sich diamagnetisch.
Ist das Magnetfeld schwécher, so gewinnt der paramagnetische Anteil an Bedeutung.
Fiir magnetische Feldstérken in der Ndhe des kritischen Wertes, der dadurch definiert
ist, dass sich alle Teilchen im untersten Landau-Niveau befinden sollen, verhélt sich
das System paramagnetisch. Wir haben diese Ergebnisse mit Hilfe einer thermody-
namischen Berechnung der Magnetisierung tiberpriift und gefunden, dass die lokale
Néherung der Stromdichtefunktionaltheorie die orbitale Magnetisierung eines solchen
Systems exakt beschreiben kann.

Ausgehend von den bekannten Einteilchenenergien und -zustédnden unabhéngiger
Elektronen in einem dreidimensionalen harmonischen Oszillator-Potential im Magnet-
feld haben wir den Grundzustand eines so eingeschlossenen nicht wechselwirkenden
Vielteilchensystems konstruiert. Wir haben dazu zunéchst untersucht, welche Ein-
teilchenzusténde in bestimmten Bereichen der magnetischen Feldstarke besetzt sind,
sowie die Dichte- und Stromdichteverteilung des Systems bestimmt. Davon ausge-
hend konnten wir explizite Ausdriicke fiir die Abhéngigkeit der inneren Energie von
der Stéarke des Magnetfeldes angeben und damit die Magnetisierung exakt bestim-
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4. Zusammenfassung und Ausblick

men. Wir haben gefunden, dass es einen ausgezeichneten Wert fiir die magnetische
Feldstarke gibt, ab dem sich das System effektiv wie ein zweidimensionales System
verhilt. Der Grund dafiir ist die rédumliche Beschriankung und damit Quantisierung
des Systems parallel zum Magnetfeld.

Mit Hilfe des universellen Zusammenhanges zwischen Dichte und Stromdichte ha-
ben wir die Stromverteilung im Rahmen der lokalen Néherung der Stromdichte-
funktionaltheorie bestimmt. Wir haben diese Ergebnisse mit der exakten Verteilung
der Stromdichte verglichen und gefunden, dass die betrachtete Naherung die qualita-
tive Verteilung der Stromdichte richtig wiedergibt. Sie kann jedoch keine quantitativ
zutreffenden Aussagen machen. Die im Rahmen der lokalen Nédherung der Strom-
dichtefunktionaltheorie bestimmten Stréme sind im Vergleich zum exakten Ergebnis
grundsétzlich zu schwach.

Wir haben schliefllich ausgehend von der exakt bekannten Dichteverteilung das
mittlere magnetische Moment pro Teilchen bestimmt, wie es sich aus dem funktiona-
len Zusammenhang zwischen Dichte und Magnetiserung ergibt. Wir haben auch hier
gefunden, dass die lokale Ndherung der Stromdichtefunktionaltheorie das qualitative
Verhalten der Magnetisierung als Funktion des dusseren Magnetfeldes richtig wieder-
geben kann. Allerdings stimmen weder die Abhéngigkeit der Magnetisierung von der
Stérke des externen Feldes noch die quantitativen Werte mit den exakten Ergebnissen
einer thermodynamischen Rechnung tiberein. Insgesamt haben wir erhalten, dass sich
das System sowohl in einer exakten Beschreibung als auch im Rahmen der lokalen
Néherung der Stromdichtefunktionaltheorie diamagnetisch verhélt. Dabei wird aber
grundséatzlich der Betrag der Magnetisierung von der lokalen Naherung der Strom-
dichtefunktionaltheorie zu gering angegeben. Das heiftt, dass in dieser Beschreibung
die paramagnetischen Effekte zu sehr betont werden. Der Grund fiir dieses Verhal-
ten, das wir auch bei der Beschreibung der Stromdichteverteilung gefunden haben,
ist, dass wir versucht haben, ein System, das eher aus aufeinander geschichteteten
zweidimensionalen Systemen besteht lokal durch ein dreidimensionales homogenens
Elektronengas zu nahern.

Zusammenfassend kénnen wir also feststellen, dass ein in allen drei Raumrichtungen
quantisiertes System mit Hilfe der im Rahmen der lokalen Naherung der Stromdichte-
funktionaltheorie gefundenen Zusammenhénge quantitativ nur unzureichend beschrie-
ben werden kann. Die qualitativen Aussagen der Theorie — Verteilung der Stromdichte
und generelles Verhalten der Magnetisierung — beschreiben das System aber in groben
Ziigen richtig.

Wir haben die lokale Néherung der Stromdichtefunktionaltheorie auf ein in allen
drei Raumrichtungen beschranktes, nicht wechselwirkendes Vielteilchensystem ange-
wendet. Zun#chst ergibt sich daraus die Fragestellung, ob ein System, das in eine
oder mehrere Richtungen offen ist (in dem Sinn, dass in diesen Richtungen die Ein-
teilchenzusténde nicht diskret quantisiert sind) besser durch die lokale Néherung der
Stromdichtefunktionaltheorie beschrieben werden kann. In diesem Zusammenhang
ist es auch von Interesse, ein System zu diskutieren, bei dem mehrere Oszillatorni-
veaus senkrecht zum Magnetfeld und dem entsprechend viele Niveaus parallel dazu
besetzt sind. Dariiberhinaus stellt sich auch die Frage nach dem Einfluss der Elektron-
Elektron-Wechselwirkung.
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A. Mathematischer Anhang

A.1l. Definition der konfluenten hypergeometrischen
Funktion und Beweis der Summe iiber die
Einteilchendichten

Wir geben hier zunéchst eine Definition der konfluenten hypergeometrischen Funktion
1F1 an, wie sie in [13] zu finden ist. Sie wird dort iiber eine Potenzreihe definiert:

1Fi(a,c,z) : = Z ((Z;:%T
=0 (A.1)

n

~ I'(o) > Pla+n)z"
- T(a) nz:;] I'(c+n) n!

Hier ist I'(a) die Gamma-Funktion und (a), ist ein Pochhammer-Symbol, das sich
durch die Gamma-Funktion darstellen ldsst [13]:

(a)n = % (A.2)

Diese Reihe konvergiert fiir alle z, solange ¢ # m mit m € Ny gilt. In unseren Rech-
nungen ist diese Bedingung stets erfiillt.

Wenn, wie in unserem Fall immer, a,c € N und zudem ¢ = a + 1 gilt, dann kénnen
wir den Quotienten der Pochhammer-Symbole vereinfachen und erhalten fiir {F

[e.e]

1F1(a,a + 1,2’) = Z

a+nnl
ca+t

a 22"

(A.3)

Wir beweisen nun ausgehend von dieser Darstellung der konfluenten hypergeome-
trischen Funktion die Summenformel (3.39) durch vollstdndige Induktion tiber M.

Sei also zundchst M = 0. Dann gilt

Mo
> —a™ exp(—x) = exp(—x) (A.4)
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Andererseits finden wir

,IM+1
1-— mlFl(M—f—l,M—i-Q, —x)
1 ()"

:1—
mnz;)l—i—n n!
0 ( x)nJrl

:1 —_—

+nzo (n+1)! (A.5)

o (2)"

Fiir M = 0 haben wir die Summenformel also gezeigt.
Es bleibt, die Richtigkeit von (3.39) fiir den Schritt von M nach M +1 zu beweisen.
Es gilt

M+1 Mo 1

4 4 b M _
g m'x exp(— E mx exp(—x) + ( +1)!x exp(—z)
m=0 m=0

M4+1 (—z)"t!
=1- M+1‘Z<M—|—2+n 1>m (A.6)

:1—
(M—i—l)!n:OM—i—Q—i-n(n—i-l)!
(M +2)! M+2+n n!
n=0
xMJr?
=1—-—1F{(M+2. M+ 3, —
(M—|—2)!1 1(M+2,M +3,—x)

Damit haben wir die Summenformel (3.39) fiir alle M € Ny gezeigt.
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A.2. Ableitung der konfluenten hypergeometrischen Funktion

A.2. Ableitung der konfluenten hypergeometrischen
Funktion

Wir berechnen hier ausgehend von ihrer Reihendarstellung die Ableitung der kon-
fluenten hypergeometrischen Funktion 1F; fiir den Fall, dass die Parameter a und b
natiirliche Zahlen sind und die Bedingung b = a + 1 erfiillen. Diese Einschriankung
spielt fiir unsere Rechnung keine Rolle, da in unserem Fall a immer der Eigenwert
des hochsten besetzten Drehimpulszustandes ist und auch b = a + 1 stets erfiillt ist.
Wir bendtigen diese beiden Spezialisierungen, um die konfluente hypergeometrische
Funktion durch diese einfache Reihe darstellen zu kénnen.

0
%11?1(@,@ +1,2) =

== aillFl(a—i_l,a_‘_Q?x)
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